IGPM RWTH-Aachen NumaMB F14

Verstidndnisfragen-Teil (24 Punkte)

Es gibt zu jeder der 12 Aufgaben vier Teilaufgaben. Diese sind mit “wahr” bzw. “falsch” zu kennzeichnen (hin-
schreiben). Bewertung: Vier Fragen richtig beantwortet ergibt 2 Punkte. Drei Fragen richtig beantwortet und die
4. nicht beantwortet ergibt 1.5 Punkte. Zwei Fragen richtig beantwortet und zwei nicht beantwortet ergibt einen
Punkt. Alle anderen Félle ergeben 0 Punkte.

Beantworten Sie mindestens zwei Fragen mit wahr oder falsch!

VF-1:

1. |Falls die Kondition eines Problems schlecht ist, sind Algorithmen zur Losung dieses Problems immer |falsch
instabil.

2. |Die Multiplikation zweier Zahlen ist stets gut konditioniert. wahr

3.|Die Funktion f(x,y) = x + y? ist gut konditioniert fiir alle z,y € R mit x > 0. wahr

4. |Die Funktion f(z,y) =ye® ist fiir (z,0) mit 2 — oo gut konditioniert. falsch

VF-2: Es seien A € R"*"™ beliebig aber regulér, b € R” und gesucht sei die Losung z € R"™ von Az = b.
1.|Es sei B := D A die zeilenfquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt k2(B) < ka(A4). falsch

2. |Es seien 7 die Losung des gestérten Problems Az = b und k(A) die Konditionszahl der Matrix A|falsch
beziiglich | - ||. Es gilt |7 — || < x(A)||b— b|.

3. |Es existiert immer eine L R-Zerlegung A = L R von A. falsch

4.|Es existiert immer eine ) R-Zerlegung A = @ R von A. wahr

VF-3: Es seien A € R™*"™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung = € R™ von Az = b.

1. |Die Gauf-Elimination mit Pivotisierung fiihrt auf eine Zerlegung P A = L R. wahr
2. |Eine L R-Zerlegung P A = L R kann man verwenden um A~! zu bestimmen. wahr
3.|Falls A symmetrisch ist, existiert immer eine Cholesky-Zerlegung A = L D LT von A. falsch
4. |Pivotisierung verbessert die Stabilitét der Gaufs-Elimination. wahr

VF-4: Es seien A € R™*" und A = @ R eine ) R-Zerlegung von A.

1. |Es seien m = n, det(A) # 0 und b € R™. Dann gilt: Az =b <z = R71Qb. falsch
2.|Die Householder-Methode zur Bestimmung der ) R-Zerlegung ist immer stabil. wahr
3. |Es gilt: ||Al|2 = || R||2, wobei || - ||2 die euklidische Norm ist. wahr
4.|Das Produkt zweier orthogonaler m x m- Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix. wahr
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VF-5: Es seien A € R™*"™ und Hy, ..., Hy Householder-Transformationen, sodass Hy ... Hs Hi A = R ist,
mit einer oberen Dreiecksmatrix R. Weiter sei Q = Hy ... Hy Hy.

1.|Fiir jede der Householder-Transformationen H;, 1 < j < k, gilt Hj_1 = Hj. wahr

2. |Die Produktmatrix @ ist orthogonal. wahr

3.|Die Produktmatrix @ ist immer eine Spiegelung. falsch

4. |Es seien m = n und A regulér. Es gilt k2(A) = k2(Q), wobei k2(.) die Konditionszahl beziiglich der |falsch
euklidischen Norm ist.

VF-6: Es seien A € R™*" mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien ) € R™*™ eine orthogonale
R
Matrix und R € R™*" eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = ’ gilt. Weiter sei * € R™ die eindeutige

Minimalstelle des Minimierungsproblems mingegn || A z — b||2.

1.|Es gilt [|[Az — bl|2 = min & AT (Ax —b) = 0. wahr

2.|Es gilt [[Az — bz = |[Rz — QT b2 fiir alle x € R™. falsch
b

3. |Es sei Qb =: ! , mit by € R”, by € R™™ ", Dann gilt: 2* = R™1b;. wahr
2

4.|Die Matrix R kann man {iber Givens-Rotationen bestimmen. wahr

VF-7: Es seien ® : R” — R" stetig differenzierbar und a* so, dass ®(z*) = a* gilt. Fiir o € R™ wird die
Fixpunktiteration x5 = ®(zx), k =0,1,2,... definiert. Weiter sei ®'(x) die Ableitung (Jacobi-Matrix) von &
an der Stelle z.

1.|Falls die Fixpunktiteration konvergiert, so gilt ||®’(z*)| < 1. falsch

2.|Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist immer 1. falsch

3. |Das Newton-Verfahren ist eine Fixpunktiteration. wahr

4.|Falls ®'(z*) = 0 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte mit ||z¢ — 2*|| hinrei-|wahr
chend klein, und die Konvergenzordnung ist grofser als 1.

VF-8: Es seien f: R — R zweimal stetig differenzierbar, und f(z*) = 0, f'(z*) # 0. Weiter sei [a,b] ein
Intervall, sodass a < z* < b und z* die einzige Nullstelle von f in [a, b] ist.

1. |Das Bisektionsverfahren konvergiert, wenn man die Startwerte xo = a, 1 = b wéhlt. wahr

2.|Das Newton-Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert zq € [a, b]. falsch

3.|Es sei f konvex auf [a,b], d.h. f”(x) > 0 fir alle z € [a,b]. Dann gilt: Das Newton-Verfahren |falsch
konvergiert fiir jeden Startwert g € [a, b].

4.|Es sei ®(z) =z — }C,((?). Dann gilt: ®'(z*) = 0. wahr
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VF-9: Essei F': R” — R™ mit m > n stetig differenzierbar. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichspro-
blem: Bestimme x* € R™ so, dass | F(z*)|2 = mingegn ||F(2)]|2-

1. |Die Gauf-Newton Methode ist immer konvergent in einer hinreichend kleinen Umgebung von z*. |falsch

2.|Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren ergibt sich in jedem Iterationsschritt stets ein eindeutig 16s-|wahr
bares lineares Ausgleichsproblem.

3. |Die Konvergenzordnung des Levenberg-Marquardt-Verfahrens ist in der Regel grofer als die der|falsch
Gauf-Newton-Methode.

4.|Um Konvergenz des Levenberg-Marquardt-Verfahrens zu gewéhrleisten, muss der in diesem Verfah-|wahr
ren verwendete Parameter hinreichend grof gewdhlt werden.

VF-10: Esseien n € Nund P(f|xg,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion

f:a,b] = R in den Stiitzstellen a < z¢ < ... < 2, < b interpoliert.

Es seien ¢, der fiihrende Koeffizient dieses Polynoms und [zo,...,z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n

von f.

1.|Es gilt: P(f|xo,...,%)(x) = P(f| 20, .-, Zn_1)(@) + 8,110 (x — ;) fiir alle 2 € R. wahr

2. |Der Fehler max,¢[q,p) |P(f | %0, ..., %) () — f(x)| ist minimal wenn man die Stiitzstellen x; &quidi-|falsch
stant wahlt.

3.|Es sei f ein Polynom vom Grad maximal n. Dann gilt: f(x) = P(f|zo,...,%,)(z) fir alle z € R. |wahr

4.|Es gilt: 6, = [xn, ..., 20 wahr

VF-11: Es sei f € C*([a,b]). Das Integral I(f) = ff f(z)dx soll numerisch approximiert werden. Es sei
I (f) = (b—a) X 7L, w; f(x;) eine Quadraturformel mit a < 2o < ... < wp, <b.

1.|Bei den Newton-Cotes Formeln gilt: I,,,(f) = f; P(f|zo,...,xzm)(x)dx, wobeil P(f|xo,...,2m) das|wahr
Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad m ist.

2.|Bei den Newton-Cotes Formeln gilt: I,,(f) = I(f) falls f ein Polynom vom Grad maximal m ist. |wahr

3. |Es sei m fest gewadhlt. Der Fehler |I,,(f) — I(f)] ist bei einer Gaufk-Quadraturformel immer kleiner |falsch
als bei einer Newton-Cotes Formel.

4. |Fiir die Newton-Cotes Formeln gilt |I,,,(f) — I(f)| — 0 fiir m — oc. falsch

VF-12: Wir betrachten Einschrittverfahren zur Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung v/ (¢) = f(¢,y),
t € [to, T], mit Anfangswert y(to) = y°.

1. |Der lokale Abbruchfehler misst, wie sehr der durch das numerische Verfahren gelieferte Wert nach |wahr
einem Schritt von der exakten Losung abweicht.

2. |Eine sehr hohe Kounsistenzordnung kann man nur mit impliziten Verfahren realisieren. falsch
3.|Die Grofe des lokalen Abbruchfehlers bestimmt die Konsistenzordnung. wahr
4.|Das verbesserte Eulerverfahren hat die Konvergenzordnung 2. wahr
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei
-3 1 0
A=105 05 1
3 3 2

a) Fiihren Sie eine Zeilenskalierung von A durch. Geben Sie die entsprechende Diagonalmatrix D (mit skalierter
Matrix B := D A) explizit an.

b) Bestimmen Sie die L R-Zerlegung von der skalierten Matrix B = D A mit Spaltenpivotisierung, d.h. P B =
L R. Geben Sie die Matrizen P, L und R explizit an.

¢) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A. Verwenden Sie hierzu die L R-Zerlegung aus den vorherigen
Aufgabenteilen. (Achtung: Andere Losungswege werden mit 0 Punkten bewertet.)

a) Zeilendquilibrierung:

025 0 0 —-0.75  0.25 0
D=1 0 05 0 , B:=DA=| 025 025 05
0 0 0.125 0.375 0.375 0.25
(1)
Bem.: Die Eintrdge von D werden in der Praxis als Vektor gespeichert.
b) L R-Zerlegung:
ketn Pivot(1,2,3) —-0.75  0.25 0 - —0.75 0.25 0
;B 025 025 05 Gaugs —0.333337] 0.33333 0.5
0.375 0.375 0.25 —0.5 0.5 0.25
Pivob(1,3.2) —0.75 0.25 0 —0.75 0.25 0
i —0.5 0.5 025 Gaugs —0.5 0.5 0.25
—0.33333 | 0.33333 0.5 —0.33333 0.66667 | 0.33333
1 0 0 —0 75 0 25 0
also: L= —-0.5 1 0], R = 0.25 ,
—0.33333 0.66667 1 0.33333
1 00 1
P=10 0 1]=|(3
010 2
Achtung: Die Matrix P wird in der Praxis nie aufgestellt.
(4)
c) Determinante von A:
DaPDA=LR< A= D 'P LR ist, gilt fiir die Determinante von A:
det(A) = det(D™") det(P™') det(L) det(R)
Hinweis: det(Pfl) — (71)#Ze7,'len'uertauschungen
1 1
det(A) = 025 050125 (-1)"-1-(-0.75-0.5-0.33333) =8
(1)

Nur der Wert der Determinante (das kann der Taschenrechner) gibt hier 0 Punkte.
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Aufgabe 2 (8 Punkte)
Gegeben sind die vier Mefiwerte

0 1/2 1 3/2

yil2.1-1.1 -1.8 0.9
die der Theorie nach zu einer Funktion der Form
y(t) = a cos(nt) + B sin(w t)
gehoren.
a) Stellen Sie das zugehorige lineare Ausgleichsproblem ||A x — b||a — min auf. Geben Sie A, b und x explizit an.
b) Bestimmen Sie die zugehdrigen Normalgleichungen (Gleichungssystem nicht 18sen).

c) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem aus a) mittels Givensrotationen. Geben Sie die Losung y(t) sowie
das Residuum explizit an.

Zu a) Gesucht ist o* mit ||A2* — b||2 = mingern ||Ax — b||2 (hier n = 2) mit:

1 0 2.1
0 1 -1.1 @
A= 1 o |- b= 18 und x—(B)
0 -1 0.9
(1)
Zu b)
Normalgleichungen
T T 20 (39
At Ax=A b—)(o o r=1_5)-
(1)
Zu c)
Eliminiere az; : r =v2 = c=1/v2, s = —1/V2
V2 0 | 1.95V2=2.757716446
. 0o 1 | -1.1
0 0 | 0.15v2=0.2121320343
0 -1 | 0.9
(2)
Eliminiere agp : 71 =v2 = c=1/v2, s=—-1/v/2
V2 0 | 1.95V2
Lloov2l vz
0 0 | 0.15v2
0 0 | —01v2
(2)
Riickwértseinsetzen liefert
(195
T\ -1
Also: y(t) = 1.95 cos(mt) — sin(w t).
Das Residuum ist 4/(0.152 + 0.12) 2 ~ 0.255. (2)
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Aufgabe 3 (9 Punkte)
Die Losungen des Gleichungssystems

fo=( 1175 )

sollen iterativ mit Fixpunktiterationen bestimmt werden.

a) Fertigen Sie zunéchst eine Skizze an, aus der die Lage aller Nullstellen hervorgeht, und geben Sie geeignete
Startwerte an (Genauigkeit +0.5).

b) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach fiir den Bereich E := [0,2] x [1,2.5] und

die Fixpunktgleichung
z\ _ (051442 _ r(
Yy 05+v2+z) "~ \y

erfiillt sind. Verwenden Sie die co-Norm.

¢) Wie viele Tterationsschritte sind ausgehend vom Startwert (o, o) = (2, v/3) hochstens erforderlich, um den
Fixpunkt in der co-Norm bis auf einen Fehler von € = 1073 anzunihern? Verwenden Sie als Kontraktionszahl
L =3/4.

Teil a) Skizze: nach rechts gedfinete Parabel mit Scheitel bei (—2, 1/2) sowie Hyperbel mit Asymptoten y = +2x
und Scheitel (0.5, 0) oder Wertetabelle.

Startwerte:
1.5 -1 -0.5 und 1
25/)7\1.5) \-0.5 —1

2 X5 -1 g5 /0 o5 1 15 (2)

Teil b)

i) F ist abgeschlossen.

ii) Selbstabbildung: F; hingt nur von y ab, d.h. F; = Fj(y) und ist als Funktion von y monoton steigend
in [1, 2.5]. Extrema konnen also nur an den Réndern angenommen werden: Fj(1) = g = 0.707... €
0,2, F(25)=YZH =134... €0, 2).

F5 hngt nur von z ab, d. h. F, = F5(x) und ist als Funktion von x monoton steigend in [0, 2]. Extrema kénnen
also auch hier nur an den Réndern angenommen werden: F5(0) = 1 +v2 = 1.91... € [1,2.5], F(2) =
i+Vi=25€]1,25]

Insgesamt gilt also E := F(E) = [0.707, 1.35] x [1.91, 2.5] C E = F ist selbstabbildend auf E. (2)



iii) Kontraktivitat: Da E konvex ist und F stetig Differenzierbar ist, reicht es, die Ableitung abzuschitzen ( nur
dafiir brauchen wir die Konvexitét!). Als Jacobi-Matrix ergibt sich

_1 0

0 Yy
F'(x,y) = ( 2 1+y2>
2v/2+x

F{, héngt nur von y ab, aber Monotonie ist nicht direkt ersichtlich. Da y € [1, 2.5] folgt aber |F{,| < ;22— =
0.88...<0.9.

FJ, héngt nur von x ab und ist monoton fallend und positiv(z > —2). Daher gilt fiir € [0, 2] |Fj;| <
1 —

37370 = 0:393... <04 <09,

Insgesamt folgt (sowohl fiir die 1— als auch fiir die co-Norm): F' is in E kontraktiv mit L = 0.9

(3)
Teil c)

2
Startwert: 0._ ”30) = ( )
artwer X (yo \/g

. 1. [z _ (1 1.0 _ -1
1. Schritt: T = (y1> = (2.5> ) ror= (0.767949)

Es gilt |2! — 29|« = 1 und somit (wegen des Hinweises L = 0.75) gemif a-priori-Abschiitzung

e(1-L)

1073(1-0.75)
i i L s —28.8
- InL In0.75 R
Es sind also héchstens n = 29 Schritte erforderlich, um eine Genauigkeit von & := 1073 zu erreichen. (2)
Bemerkung 1: Eigentlich:
e(1-L) 103(1-0.9)
e MEA T
- InL In0.9

Und damit: Es sind also hchstens n = 88 Schritte erforderlich, um eine Genauigkeit von ¢ := 1072 zu erreichen.

Bemerkung 2: L kann man besser bestimmen. Bereits wegen der Einschrinkung auf E (Selbstabbildung) kénnen
wir (Startwert!) y € [v/3, 2.5] annehmen, was L = 2.5/4 = 0.625 ergibt — n = 17 Schritte reichen.
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Aufgabe 4 (6 Punkte)

Fiir das Integral
1
1
= / L
12—e7"

sollen numerisch Ndherungen bestimmt werden.

1
a) Wieviel Schritte (n) braucht man mit der summierten Trapezregel, um eine Genauigkeit von & = 3 107 zu

erreichen?

b) Bestimmen Sie mittels der summierten Simpsonregel eine Ndherung fiir I mit der Schrittweite A = 1.0 und
geben Sie eine Fehlerabschdtzung an.

¢) Bestimmen Sie mittels der summierten Trapezregel eine Naherung fiir I mit der Schrittweite A = 0.5 und
geben Sie eine Fehlerabschitzung an.

% und z € [—1,1] gilt |f/(z)| < 0.55, [fP(z)] <2, |f®)(z)] <6 und |f@(z)| < 36.
e xT

Hinweis: Fir f(z) = 5

zu a)
Fiir den Fehler der summierten Trapezregel (auf [—1,1]) gilt gem. Hinweis (f,(f) =2 > max,e[—1,1] | fP (2)]):

fr<l0p2 @ < 2o Ly Zliga g0
- 12 T STty o3 -
Und somit
1-(-1)
Oder direkt:
b—a (b—a)?
>q /2 7 (2
" —\/ 2 e m
(2)
zu b)
Mit
ng =2 und hg =1
1 1
I = 2 (/1) 44 F(-05) +2./(0) + 4 7(05) + f(1) = £ (248 f(0.5) +2 /(1)) = 162930
Fiir den Fehler der summierten Simpsonregel (auf [—1, 1]) gilt:
1—-(-1) 4 2 1
<————"h W (2)] € === 1" - 36 = — = 0.025.
Is < —ggp s gy, 1@< g5 40
(2)
zu ¢)
Mit ]
nyr=4 und hy ==
2
1 1
I = L (F(-1) +2(-05) +2 f(0) + 2 £(05) + f(1)) = 1 (2 +4(05) +2 /(1)) = 1.62522
Fiir den Fehler der summierten Trapezregel (auf [—1,1]) gilt:
1—(-1) , @ 2 (1\? 1 -
<7 <= (2) - 2=—- =0.083.
frs =g max IfP@I<p\g) 2= 5= 008
(2)
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Aufgabe 5 (7 Punkte)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(t)— (4t -1)y'(t) =0, y(0)=2, ¥ (0) =1

Berechnen Sie mit dem impliziten Euler—Verfahren (y;11 = y; + h f(ti41, yi+1)) und der Schrittweite h = 5 jeweils
eine Approximation von y(1) und y'(1). Bestimmen Sie aufferdem y”(1).

Zunichst wird die lineare DGL 2. Ordnung in ein System 1. Ordnung iiberfiihrt. Setze

dann erhélt man

/ . o Zg(t) o 2
20 =10t 20) = (g ) 20 =(3)
(2)
Impliziter Euler: 4 4 '
2T =7 +ht (tj + h, Z]+1)
Hier also:
. , 0 1 , 1 _h , ,
J+l _ i Jj+1 J+1 _ J
N +h(0 (4tj+11))z - (0 1h(4tj+11))z —7
Startwerte: to= 0, z° = ? i
Mit t,= 1 und h= 0.5 ergibt das 2 Schritte.
L —05) 1 _ (2, (3
o o05)% ~\1) 7% T2
(2)
1 —05) o (3 ., (1
o 037 - (2)==- (1)
(2)
Also folgt
y(rzi=1, y(1)~z5 = —4
Fiir 3 (1) folgt y" (1) ~ (42 — 1)22 = —12. (1)



