IGPM RWTH-Aachen

NumaMB F15

Verstidndnisfragen-Teil

Es gibt zu jeder der 12 Aufgaben vier Teilaufgaben. Diese sind mit “wahr” bzw. “falsch” zu kennzeichnen (hinschrei-
ben). Bewertung: Vier Fragen richtig beantwortet ergibt zwei Punkte. Drei Fragen richtig beantwortet und die 4.

falsch oder nicht beantwortet ergibt einen Punkt. Alle anderen Félle ergeben 0 Punkte.

Original - d.h. unvertauschte Reihenfolge

(24 Punkte)

VF-1:

Es seien ayin bzw. xymax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative

Maschinengenauigkeit in der Menge M(b,m,r, R) der Maschinenzahlen gemaf Vorlesung/Buch und D :=
[—zMmAx, —2MmIN] U [zmiN, ©max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b,m,r, R) die Standardrundung. Alle Zahlen
sind im Dezimalsystem angegeben.

1.|{In M(10,8, —1,4) gilt: zypn = 0.1. falsch
2.|Fiir jedes x € D existiert eine Zahl € mit |¢| < eps und fl(x) = (1 + ¢). wahr
3. |Es gilt [fi(z) — x| < eps|z| fiir alle z € D. wahr
4. |Die Zahl 32 ist in M(2, 6, —8, 8) exakt darstellbar. wahr
VF-2:

1. |Bei einem stabilen Algorithmus ist der Ausgabefehler nicht viel grofser als der Eingabefehler. falsch
2. |Eine gute Kondition eines Problems induziert eine geringe Fehlerfortpflanzung in einem Verfahren |falsch

zur numerischen Lésung des Problems.

3.|Die Subtraktion zweier Zahlen mit demselben Vorzeichen ist immer schlecht konditioniert. falsch
4.|Die Funktion f(z) = xIn(x) ist schlecht konditioniert fiir alle z mit |z — 1] < 1. wahr

VF-3: Esseien A € R™ "™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung = € R™ von Az = b.

1.

Sei A= Q R eine Q R-Zerlegung von A. Es gilt A1 = R71Q7.

wahr

2.

Sei k(A) die Konditionszahl bzgl. || - ||. Bei Stérung der Eingabedaten b ist der absolute Fehler in
der Losung ||Z — z|| maximal um einen Faktor x(A) grofer als der absolute Eingabefehler ||b — b||.

falsch

Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Losung = iiber die Gauf-Elimination mit Spaltenpivoti-
sierung betriigt etwa $n? Operationen.

falsch

Sei P A = L R die iiber den Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung berechnete Faktorisierung.
Dann gilt: det(A) = det(R) oder det(A) = — det(R).

wahr

VF-4: Es seien A eine symmetrisch positiv definite n x n-Matrix und A = L D LT die Cholesky-Zerlegung von

A.

1. |Es gilt det(D) > 0. wahr

2. |Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung iiber das Cholesky-Verfahren betrégt |wahr
etwa %n?’ Operationen.

3. |Fiir die stabile Berechnung einer L R-Zerlegung A = L R von A ist Pivotisierung notwendig. falsch

4.|Die inverse Matrix A~! ist symmetrisch positiv definit. wahr
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VF-5: Esseien v € R mit v #0 und Q, =1 — 2% eine Householder-Transformation.

1.|Es gilt QT = Q,. wahr

2.|Das Produkt zweier Householder-Transformationen ist eine orthogonale Matrix. wahr

3. |Es gilt x(Q,) = 1, wobei (-) die Konditionszahl beziiglich der Euklidischen Norm ist. wahr

4.|Die Berechnung einer @) R-Zerlegung A = QQ R von A iiber Householder-Transformationen ist nur|falsch
dann stabil, wenn die Matrix A eine kleine Konditionszahl hat.

VF-6: Es seien A € R™*" mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien () € R™*™ eine orthogonale
Matrix und R € R™*"™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R gilt. Sei * € R" die eindeutige Minimalstelle
des Minimierungsproblems mingegn [|Ax — b||o. Weiter sei © € [0,%) der Winkel zwischen Az* und b.

1.|Je kleiner der Winkel ©, desto schlechter ist das Problem konditioniert. falsch
2.|Es gilt ||Ax — b|l2 = ||Rx — Qb||2 fiir beliebiges = € R™. wahr
3. |Die Matrix R kann man {iber Gauf-Elimination mit Spaltenpivotisierung bestimmen. falsch
4. |Es gilt Az* —b L Bild(A). wahr

VF-7: Gesucht ist ein Fixpunkt der Abbildung ®(z) = e~?. Fiir ¢ € R wird die Fixpunktiteration xy4; =
®(xr), k=0,1,2,... definiert.

1.|Die Aufgabe ®(z) = x hat eine eindeutige Losung in R. wahr

.|Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind fiir ® auf dem Intervall [1,1] erfiillt. |falsch

2
3.|Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind fiir ® auf dem Intervall E, 1} erfiillt. |wahr
4

.|Die Fixpunktiteration mit der Funktion ® konvergiert fiir beliebige Startwerte o € R. wahr

VF-8: Sei z* eine Nullstelle der Funktion f(x) = |z|>® — 3.

1.|f hat eine eindeutige Nullstelle z* in [0, c0). wahr

2.|Die Bisektionsmethode, mit Startwerten ag = —1, by = 2, konvergiert gegen eine Nullstelle. wahr

3.|Sei xg ein Startwert aus einer hinreichend kleinen Umgebung von z*, und zj, & > 1, die mit dem |falsch
Newton-Verfahren berechnete Folge. Es gilt |z — 2*| & (z), — 241)? fiir k hinreichend grof.

4.|Das auf f angewandte Newton-Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert zo > 0 gegen eine Null-|wahr
stelle.
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VF-9: Es sei F': R" — R™ mit m > n. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichsproblem: Bestimme
x* € R™ g0, dass ||F(z*)|2 = mingegn ||F(z)]]2-

1. |Die Gauf-Newton Methode ist immer konvergent in einer hinreichend kleinen Umgebung von z*. |falsch

2. |Beim Levenberg-Marquardt- Verfahren hat die Matrix des linearisierten Ausgleichsproblems in jedem |wahr
Schritt stets vollen Rang.

3. |Die Gauk-Newton Methode kann man als Fixpunktiteration darstellen. wahr

4.|Die Konvergenzordnung der Gaufi-Newton Methode ist in der Regel 2. falsch

VF-10: Essei P(f|xo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten (xq, f(z¢)), ..., (zn, f(2s))
mit a = 29 < ... < &, = b. Es seien §,, der fiihrende Koeffizient dieses Polynoms und [z, ..., x,] f die dividierte
Differenz der Ordnung n von f.

1.|Sei f(z) = 2% + 2. Es gilt [, v1, 72, 23] f = 0. wahr
2.|Es gilt P(f|xo,...,xn)(x) = dp(z —x,) + P(f | xo,-..,2n_1)(x) fir alle . falsch
3.|Der Fehler max,¢(q5 |P(f|Zo,...,2n) — f(z)| hdngt nicht von der Wahl der Stiitzstellen ab. falsch
4.|Es gilt max,c(qp) |P(f | 20,...,20) — f(2)] <maxyeiap [P(f |0, ..., 2n—1) — f(2)]. falsch
VF-11:

Es sei f € C[a,b]. Das Integral I(f) = f; f(x) dz soll numerisch approximiert werden durch eine Quadraturfor-
mel Qy,(f) = (b—a) Y7 gw; f(z;) mit a <z < ... <2y <b.

1. |Newton-Cotes-Formeln  basieren auf der analytischen Integration eines Lagrange-|wahr
Interpolationspolynoms an f, wobei die Stiitzstellen dquidistant gewdhlt werden.

2.[Sei Q2(f) die Simpsonregel. Es gilt Qo(2%) = I(23). wahr

3.|Bei den Newton-Cotes-Formeln hingen die Gewichte w; von dem Interval [a, ] ab. falsch

4.|Seien QNC(f) und Q% (f) die Newton-Cotes-Formel und die Formel der Gauss-Quadratur. Fiir|wahr
m > 1 gilt, dass der Exaktheitsgrad von QY (f) strikt kleiner ist als der von QS (f).

m

VF-12: Wir betrachten Einschrittverfahren zur Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung v/ (¢) = f(¢,y),
t € [to, T], mit Anfangswert y(to) = y° und f Lipschitz-stetig in y.

1. |Das verbesserte Euler-Verfahren hat die Konsistenzordnung 1. falsch

2.|Der lokale Abbruchfehler im Intervall [t;,t;11] misst den maximalen Fehler zwischen numerischer|wahr
Anniherung und exakter Losung, wobei im numerischen Verfahren als Eingabewert y/ = y(t;)
genommen wird.

3.|Bei Einschrittverfahren ist die Konvergenzordnung gleich der Konsistenzordnung. wahr

4.|Die Grofe des lokalen Abbruchfehlers sei O (hp+1). Dann ist die Konsistenzordnung des Verfahrens|wahr
p-




IGPM RWTH-Aachen Numerik MB F15

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit

1 1 4 -1
A= 3 =1 —-15|eR®*® und bv=|-6| e R>.
-4 1 16 -1

a) Bestimmen Sie die L, R-Zerlegung P A = L R mit Spaltenpivotisierung ohne Zeilendquilibrierung. Geben Sie
die Matrizen P, L und R explizit an.

b) Berechnen Sie die Determinante von A mit Hilfe der L R-Zerlegung aus Aufgabenteil a).

c) Losen Sie das lineare Gleichungssystem A xz = b unter Verwendung der Matrizen P, L und R aus Aufgabenteil
a).

d) Ausgehend davon, dass die Matrix A ungestort vorliegt: Wie grofs darf die relative Stérung in b, gemessen in
der Unendlichnorm, héchstens sein, damit der relative Fehler in x, ebenfalls in der Unendlichnorm gemessen,
nicht grofier als ein Prozent ist?

Hinweis: Es gilt A7 = 2.

a) Berechne L R-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung;:

o (13) —4 1 16 -
A~ 3 -1 =15]| ~
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1 0 0 —4 1 16 0 0 1 3
also: L= —é 1 0f,R=[0 2 8| ,P=(1 0 0]|=Pivot= |1
-1 -3 1 0 0 -1 01 0 9

b) Die Determinante lésst sich berechnen als

det(A) = det(P~'L R) = det(P)~!.det(L) -det(R) = (—1)# Vertauschungen 1 qet(R) = 1.(—4).

=~ ot
/?
[SAIEN]
~_
Il
~

(1)
c) Lose das lineare Gleichungssystem Az = b:
Ar=b & PAx=Pb <& L Rx = Pb.
~~
=y
Die permutierte rechte Seite lautet
-1
Pb = -1
—6
1 _17
Vorwirtseinsetzen liefert: Ly = Pb & Yo=—-1+1-(-1)=-3,
b= -6+ D+ () (=
T3 = 5,
Riickwirtseinsetzen liefert: Rx =y < zy=3(—2-8-5)=-33,
1 =—4(-1-1-(-33)—16-5) = 12.
12
Die Losung des linearen Gleichungssystems ist xt = | —33 |. (2)
5



d) Es gilt
[AZ]|oo

[E41PS

Laut Hinweis gilt hier A7} = 2. Weiter gilt:

[Allco = max{[1[ +[1] + |4], 3] + [ = 1] + [ = 15[, | — 4] + [1[ + [16]} = 21.

14000
16l

< Al A™H s

Man mochte also, dass

! !
180 L oy o 180 L 001

) =4.6948 -107°
bl — 2P

1Alloo | A~ oo

Der relative Fehler in b darf damit nicht grofer als 0.00469% sein.

(2)
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Aufgabe 2 (7 Punkte)
Gegeben sind die vier Messwerte

t;| 0 1/41/2 3/4

y;|-1.9 1.1 2.1 -0.9

die der Theorie nach zu einer Funktion der Form
y(t) = a cos(27t) + B sin(27t)

gehoren.

a) Stellen Sie das zugehorige lineare Ausgleichsproblem ||A x — b||a — min auf. Geben Sie A, b und x explizit an.
b) Bestimmen Sie die zugehorigen Normalgleichungen und geben Sie diese explizit an.

c) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem aus a) mittels Givensrotationen. Geben Sie die Losung y(t) sowie
das Residuum explizit an.

Zu a)
1 0 -1.9
0 1 1.1 e}
A= 10 , b= 21 und x—(B)
0 -1 -0.9
(1)
Zu b)
Normalgleichungen:
T AT 20 (-4 (-2
AtAxz=A b%(o o) =1 9 —ar={
(1)
Zu c)
Eliminiere as; : r =2 — ¢ = 1/\/§7 s = 71/\@
V2 0 | —2v2=-2.82843
. 0o 1 | 1.1
0 0 | 0.1v2=0.141421
0 -1 | —0.9
Eliminiere agp : r =vV2 = c=1/v2, s = —1//2
V2 0 | —2v2=-2.82843
0 V2 | V2= 141421
%
0 0 | 0.1v2=0.141421
0 0 | 0.1v2=0.141421
(3)
Riickwirtseinsetzen liefert
= ()
Also: y(t) = —2 cos(27t) + sin(27 ¢) und das Residuum ist 0.2. (2)
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Aufgabe 3 (9 Punkte)

Die Losungen des Gleichungssystems 4P - a? —dx 36
2’ +y 5

sollen iterativ mit dem Newton- und dem vereinfachten Newton-Verfahren fiir Systeme bestimmt werden.

a) Fertigen Sie zunéchst eine Skizze an, aus der die Lage aller Nullstellen hervorgeht, und geben Sie geeignete
Startwerte an (Genauigkeit +0.5).

b) Benutzen Sie dann als Startwert fiir die Nullstelle im 3. Quadranten fiir beide Verfahren
()= (%)
Yo -2)7

Bem.: Die iibrigen Nullstellen miissen nicht berechnet werden.

und fithren Sie je zwei Iterationen durch.

Teil a) Skizze (Parabel y = 5 — 22 und Hyperbel (z.B.): Normalform % - y; =1oder z =0(—4) & y = £3,

r=2y=4V12=42y3=43464und z = —2 < y = /8 = £2/2 = £2.828). Zu skizzieren ist der gesamte
Bereich:

Startwerte:

(5) (37 () = (3)

(2)
Teil b) .
_ (4y"—2*—4x— 36 / _(—2x—-4 8y
Newton-Verfahren:
(2L (0 16| 16) .\ . -3
X0 =12 -4 1 | 3 =\ o) 7T 3
=3\ (2 -2 | -3
=3 -6 1 | -1
(2 24 =3 (0190140845 —2.809859155
0 —71 | —10 17 10.1408450704 27\ —2.85915493
(5)
Vereinfachtes Newton-Verfahren (erster Schritt und f(x;) vom Newton-Verfahren):
(3 (0 —16 | =3) .\ _ (0206875 |, _ (-2.703125
X1=1-3 -4 1 | -1 1=\ 0.1875 2=\ —28125
(2)



IGPM RWTH-Aachen Numerik MB F15

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei f(x):=In(z + 3).

a) Berechnen Sie das zugehorige Interpolationspolynom P(f|xg,x1,z2) an den Stellen zo = 0, ; = 0.5 und
z9 = 1 in Newton-Darstellung.

b) Schétzen Sie den Fehler |f(0.3) — P(f|xo, z1,22)(0.3)] moglichst gut ab, ohne f explizit auszuwerten.

c) Sie wollen f an der Stelle x = 100 auswerten. Wie schétzen Sie die Qualitit von P(f|zg,z1,22)(100) als
Approximation an f(100) ein? (Werten Sie f nicht explizit aus.) Begriinden Sie Thre Antwort.

a)
o = 0.0/—0.69315
Y
x1 =0.5 0 — 1.3863
Y Y
z9 = 1.0] 0.40547 — 0.81094 — —0.57536
Also ist
P(f|zo, 71, 2)(x) = —0.69315 + 1.3863 x — 0.57536 = (z — 0.5)
(1)
b) Es gilt
1
1£(0.3) = P(flo,@1,22)(0.3)] < 51(0.3-0) - (0.3 - 0.5) - (03 = )| max |/ (a)]
0.007 ma 2 0.007 2 0.112
=0. X ———= = 0. — =0
zel0,1] (x +1/2)3 1/8
(2)

¢) Fiir grofe = (und @ = 100 ist hier sicherlich groR) verhilt sich das Interpolationspolynom wie —0.57536 2.
Dies entspricht weder qualitativ noch quantitativ dem Verhalten des Logarithmus’ als monoton wachsender
Funktion, und damit wird die Approximation nicht gut sein.

(1)
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Aufgabe 5 (6 Punkte)
Es sei f(x) := (z + 1)%e~%. In dieser Aufgabe betrachten wir das Integral

%
/ (z +1)%e %dx

1
2

und seine numerische Approximation.

a) Wir mochten das Integral mit Hilfe der Mittelpunktsregel approximieren. Zeichnen Sie die zur Mittelpunkts-
regel gehorende Fliche in die Abbildung (s.u.) ein und bestimmen Sie deren Grofe.

b) Wieviele Schritte (n) braucht man mit der summierten Simpsonregel, um eine Genauigkeit von ¢ = 1073
garantieren? Berechnen Sie zu diesem n den Wert der summierten Simpsonregel.

10~3
28

c) Wieviele Schritte (n) braucht man, um mit der summierten Simpsonregel eine Genauigkeit von € =
garantieren?

zu

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass die folgenden Abschétzungen fiir alle z € [f%, %] gelten:

fO@) <2, |fP%) <2, |fP@) <7 |fP@)| <14, [fO () < 26.

1.4 1)

1.2+

05 1 1.5

a) Der Wert ist 1-1 = 1. Erwartet wird in der Skizze das Rechteck mit den Eckpunkten (—0.5,0), (—0.5,1),
(0.5,1) und (0.5,0).

(1)

b) Fehlerformel fiir die Simpsonregel:

< L (B 1<h)5
< (&) o= o (2) 14

/f

Damit braucht man fiir die Abschétzung (h = 1) die Bedingung:
5
14771 i < 103
90 \ 2n
1 225
< 227155 _ 0.205714285

nt = 14
o nt > 4.861111128 < n > V4.861111128 = 1.48...



Man bendétigt also zwei Schritte mit der summierten Simpsonregel.

(2)
Entsprechender Wert:
1
') (f(=0.5) +4f(—0.25) + 2f(0) + 4£(0.25) + f(0.5))
1
=13 (0.412180 + 2.88906 + 2 + 4.86750 + 1.36469)
1153343 0.961120
12
(2)

c¢) Im Prinzip kann man diese Aufgabe ldsen wie Teil 2. Da die summierte Simpsonregel allerdings wie h*
konvergiert, weiff man, dass man zwei Verfeinerungen braucht im Vergleich zu Teil 2. Damit ergibt sich ein
Wert vonn >2-2-1.48..., also n = 6.

(1)

10



