
IGPM RWTH�Aachen NumaMB F15

Verständnisfragen-Teil (24 Punkte)

Es gibt zu jeder der 12 Aufgaben vier Teilaufgaben. Diese sind mit �wahr� bzw. �falsch� zu kennzeichnen (hinschrei-
ben). Bewertung: Vier Fragen richtig beantwortet ergibt zwei Punkte. Drei Fragen richtig beantwortet und die 4.
falsch oder nicht beantwortet ergibt einen Punkt. Alle anderen Fälle ergeben 0 Punkte.

Original - d.h. unvertauschte Reihenfolge

VF-1: Es seien xMIN bzw. xMAX die kleinste bzw. gröÿte (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b,m, r,R) der Maschinenzahlen gemäÿ Vorlesung/Buch und D :=
[−xMAX,−xMIN] ∪ [xMIN, xMAX]. Ferner beschreibe fl : D → M(b,m, r,R) die Standardrundung. Alle Zahlen
sind im Dezimalsystem angegeben.

1. In M(10, 8,−1, 4) gilt: xMIN = 0.1. falsch

2. Für jedes x ∈ D existiert eine Zahl ε mit |ε| ≤ eps und fl(x) = x(1 + ε). wahr

3. Es gilt |fl(x)− x| ≤ eps|x| für alle x ∈ D. wahr

4. Die Zahl 32 ist in M(2, 6,−8, 8) exakt darstellbar. wahr

VF-2:

1. Bei einem stabilen Algorithmus ist der Ausgabefehler nicht viel gröÿer als der Eingabefehler. falsch

2. Eine gute Kondition eines Problems induziert eine geringe Fehlerfortp�anzung in einem Verfahren
zur numerischen Lösung des Problems.

falsch

3. Die Subtraktion zweier Zahlen mit demselben Vorzeichen ist immer schlecht konditioniert. falsch

4. Die Funktion f(x) = x ln(x) ist schlecht konditioniert für alle x mit |x− 1| � 1. wahr

VF-3: Es seien A ∈ Rn×n beliebig aber regulär, b ∈ Rn und gesucht sei die Lösung x ∈ Rn von Ax = b.

1. Sei A = QR eine QR-Zerlegung von A. Es gilt A−1 = R−1QT . wahr

2. Sei κ(A) die Konditionszahl bzgl. ‖ · ‖. Bei Störung der Eingabedaten b ist der absolute Fehler in
der Lösung ‖x̃− x‖ maximal um einen Faktor κ(A) gröÿer als der absolute Eingabefehler ‖b̃− b‖.

falsch

3. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Lösung x über die Gauÿ-Elimination mit Spaltenpivoti-
sierung beträgt etwa 1

2n
2 Operationen.

falsch

4. Sei P A = LR die über den Gauÿ-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung berechnete Faktorisierung.
Dann gilt: det(A) = det(R) oder det(A) = −det(R).

wahr

VF-4: Es seien A eine symmetrisch positiv de�nite n×n-Matrix und A = LDLT die Cholesky-Zerlegung von
A.

1. Es gilt det(D) > 0. wahr

2. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung über das Cholesky-Verfahren beträgt
etwa 1

6 n
3 Operationen.

wahr

3. Für die stabile Berechnung einer LR-Zerlegung A = LR von A ist Pivotisierung notwendig. falsch

4. Die inverse Matrix A−1 ist symmetrisch positiv de�nit. wahr
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VF-5: Es seien v ∈ Rm mit v 6= 0 und Qv = I − 2 vv
T

vT v
eine Householder-Transformation.

1. Es gilt QTv = Qv. wahr

2. Das Produkt zweier Householder-Transformationen ist eine orthogonale Matrix. wahr

3. Es gilt κ(Qv) = 1, wobei κ(·) die Konditionszahl bezüglich der Euklidischen Norm ist. wahr

4. Die Berechnung einer QR-Zerlegung A = QR von A über Householder-Transformationen ist nur
dann stabil, wenn die Matrix A eine kleine Konditionszahl hat.

falsch

VF-6: Es seien A ∈ Rm×n, mit Rang(A) = n < m, und b ∈ Rm. Weiter seien Q ∈ Rm×m eine orthogonale
Matrix und R ∈ Rm×n eine obere Dreiecksmatrix so, dass QA = R gilt. Sei x? ∈ Rn die eindeutige Minimalstelle
des Minimierungsproblems minx∈Rn ‖Ax− b‖2. Weiter sei Θ ∈

[
0, π2

)
der Winkel zwischen Ax? und b.

1. Je kleiner der Winkel Θ, desto schlechter ist das Problem konditioniert. falsch

2. Es gilt ‖Ax− b‖2 = ‖Rx−Qb‖2 für beliebiges x ∈ Rn. wahr

3. Die Matrix R kann man über Gauÿ-Elimination mit Spaltenpivotisierung bestimmen. falsch

4. Es gilt Ax? − b ⊥ Bild(A). wahr

VF-7: Gesucht ist ein Fixpunkt der Abbildung Φ(x) = e−x. Für x0 ∈ R wird die Fixpunktiteration xk+1 =
Φ(xk), k = 0, 1, 2, . . . de�niert.

1. Die Aufgabe Φ(x) = x hat eine eindeutige Lösung in R. wahr

2. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind für Φ auf dem Intervall
[
1
2 , 1
]
erfüllt. falsch

3. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind für Φ auf dem Intervall
[
1
4 , 1
]
erfüllt. wahr

4. Die Fixpunktiteration mit der Funktion Φ konvergiert für beliebige Startwerte x0 ∈ R. wahr

VF-8: Sei x∗ eine Nullstelle der Funktion f(x) = |x|2.5 − 3.

1. f hat eine eindeutige Nullstelle x∗ in [0,∞). wahr

2. Die Bisektionsmethode, mit Startwerten a0 = −1, b0 = 2, konvergiert gegen eine Nullstelle. wahr

3. Sei x0 ein Startwert aus einer hinreichend kleinen Umgebung von x∗, und xk, k ≥ 1, die mit dem
Newton-Verfahren berechnete Folge. Es gilt |xk − x∗| ≈ (xk − xk+1)2 für k hinreichend groÿ.

falsch

4. Das auf f angewandte Newton-Verfahren konvergiert für jeden Startwert x0 > 0 gegen eine Null-
stelle.

wahr

2
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VF-9: Es sei F : Rn → Rm mit m > n. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichsproblem: Bestimme
x∗ ∈ Rn so, dass ‖F (x∗)‖2 = minx∈Rn ‖F (x)‖2.

1. Die Gauÿ-Newton Methode ist immer konvergent in einer hinreichend kleinen Umgebung von x∗. falsch

2. Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren hat die Matrix des linearisierten Ausgleichsproblems in jedem
Schritt stets vollen Rang.

wahr

3. Die Gauÿ-Newton Methode kann man als Fixpunktiteration darstellen. wahr

4. Die Konvergenzordnung der Gauÿ-Newton Methode ist in der Regel 2. falsch

VF-10: Es sei P (f |x0, . . . , xn) das Lagrange�Interpolationspolynom zu den Daten (x0, f(x0)), . . . , (xn, f(xn))
mit a = x0 < . . . < xn = b. Es seien δn der führende Koe�zient dieses Polynoms und [x0, . . . , xn] f die dividierte
Di�erenz der Ordnung n von f .

1. Sei f(x) = x2 + 2. Es gilt [x0, x1, x2, x3]f = 0. wahr

2. Es gilt P (f |x0, . . . , xn)(x) = δn(x− xn) + P (f |x0, . . . , xn−1)(x) für alle x. falsch

3. Der Fehler maxx∈[a,b] |P (f |x0, . . . , xn)− f(x)| hängt nicht von der Wahl der Stützstellen ab. falsch

4. Es gilt maxx∈[a,b] |P (f |x0, . . . , xn)− f(x)| ≤ maxx∈[a,b] |P (f |x0, . . . , xn−1)− f(x)|. falsch

VF-11:
Es sei f ∈ C[a, b]. Das Integral I(f) =

∫ b
a
f(x) dx soll numerisch approximiert werden durch eine Quadraturfor-

mel Qm(f) = (b− a)
∑m
j=0 wjf(xj) mit a ≤ x0 < . . . < xm ≤ b.

1. Newton-Cotes-Formeln basieren auf der analytischen Integration eines Lagrange-
Interpolationspolynoms an f , wobei die Stützstellen äquidistant gewählt werden.

wahr

2. Sei Q2(f) die Simpsonregel. Es gilt Q2(x3) = I(x3). wahr

3. Bei den Newton-Cotes-Formeln hängen die Gewichte wj von dem Interval [a, b] ab. falsch

4. Seien QNCm (f) und QGm(f) die Newton-Cotes-Formel und die Formel der Gauss-Quadratur. Für
m ≥ 1 gilt, dass der Exaktheitsgrad von QNCm (f) strikt kleiner ist als der von QGm(f).

wahr

VF-12: Wir betrachten Einschrittverfahren zur Lösung einer gewöhnlichen Di�erentialgleichung y′(t) = f(t, y),
t ∈ [t0, T ], mit Anfangswert y(t0) = y0 und f Lipschitz-stetig in y.

1. Das verbesserte Euler-Verfahren hat die Konsistenzordnung 1. falsch

2. Der lokale Abbruchfehler im Intervall [tj , tj+1] misst den maximalen Fehler zwischen numerischer
Annäherung und exakter Lösung, wobei im numerischen Verfahren als Eingabewert yj = y(tj)
genommen wird.

wahr

3. Bei Einschrittverfahren ist die Konvergenzordnung gleich der Konsistenzordnung. wahr

4. Die Gröÿe des lokalen Abbruchfehlers sei O
(
hp+1

)
. Dann ist die Konsistenzordnung des Verfahrens

p.
wahr

3
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Aufgabe 1 (10 Punkte)
Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

A =

 1 1 4
3 −1 −15
−4 1 16

 ∈ R3×3 und b =

−1
−6
−1

 ∈ R3.

a) Bestimmen Sie die L,R-Zerlegung P A = LR mit Spaltenpivotisierung ohne Zeilenäquilibrierung. Geben Sie
die Matrizen P , L und R explizit an.

b) Berechnen Sie die Determinante von A mit Hilfe der LR-Zerlegung aus Aufgabenteil a).

c) Lösen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b unter Verwendung der Matrizen P , L und R aus Aufgabenteil
a).

d) Ausgehend davon, dass die Matrix A ungestört vorliegt: Wie groÿ darf die relative Störung in b, gemessen in
der Unendlichnorm, höchstens sein, damit der relative Fehler in x, ebenfalls in der Unendlichnorm gemessen,
nicht gröÿer als ein Prozent ist?
Hinweis: Es gilt ‖A−1‖∞ = 71

7 .

a) Berechne LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung:

A
σ1=(13)
 

−4 1 16
3 −1 −15
1 1 4

 
 − 4 1 16

− 3
4 − 1

4 −3

− 1
4

5
4 8

 σ2=(23)
 

 − 4 1 16

− 1
4

5
4 8

− 3
4 − 1

4 −3

 
 − 4 1 16

− 1
4

5
4 8

− 3
4 − 1

5 − 7
5



also: L =

 1 0 0
− 1

4 1 0
− 3

4 − 1
5 1

 , R =

−4 1 16
0 5

4 8
0 0 − 7

5

 , P =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 =̂ Pivot =

3
1
2


(5)

b) Die Determinante lässt sich berechnen als

det(A) = det(P−1LR) = det(P )−1 ·det(L) ·det(R) = (−1)# Vertauschungen ·1 ·det(R) = 1 ·(−4) · 5
4
·
(
−7

5

)
= 7.

(1)

c) Löse das lineare Gleichungssystem Ax = b:

Ax = b ⇔ PAx = Pb ⇔ L Rx︸︷︷︸
=:y

= Pb.

Die permutierte rechte Seite lautet

Pb =

 −1
−1
−6

 .

Vorwärtseinsetzen liefert: Ly = Pb ⇔


y1 = −1,

y2 = −1 + 1
4 · (−1) = − 5

4 ,

y3 = −6 + 3
4 (−1) +

(
1
5

)
· (− 5

4 ) = −7.

Rückwärtseinsetzen liefert: Rx = y ⇔


x3 = 5,

x2 = 4
5 (− 5

4 − 8 · 5) = −33,

x1 = − 1
4 (−1− 1 · (−33)− 16 · 5) = 12.

Die Lösung des linearen Gleichungssystems ist x =

 12

−33

5

 . (2)

4



d) Es gilt
‖∆x‖∞
‖x‖∞

≤ ‖A‖∞‖A−1‖∞
‖∆b‖∞
‖b‖∞

Laut Hinweis gilt hier ‖A−1‖∞ = 71
7 . Weiter gilt:

‖A‖∞ = max{|1|+ |1|+ |4|, |3|+ | − 1|+ | − 15|, | − 4|+ |1|+ |16|} = 21.

Man möchte also, dass

‖A‖∞‖A−1‖∞
‖∆b‖∞
‖b‖∞

!
≤ 0.01⇔ ‖∆b‖∞

‖b‖∞
!
≤ 0.01

21 · 717
= 4.6948 · 10−5

Der relative Fehler in b darf damit nicht gröÿer als 0.00469% sein.

(2)

5
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Aufgabe 2 (7 Punkte)
Gegeben sind die vier Messwerte

ti 0 1/4 1/2 3/4

yi -1.9 1.1 2.1 -0.9
,

die der Theorie nach zu einer Funktion der Form

y(t) = α cos(2π t) + β sin(2π t)

gehören.

a) Stellen Sie das zugehörige lineare Ausgleichsproblem ‖Ax− b‖2 → min auf. Geben Sie A, b und x explizit an.

b) Bestimmen Sie die zugehörigen Normalgleichungen und geben Sie diese explizit an.

c) Lösen Sie das lineare Ausgleichsproblem aus a) mittels Givensrotationen. Geben Sie die Lösung y(t) sowie
das Residuum explizit an.

Zu a)

A =


1 0
0 1
−1 0
0 −1

 , b =


−1.9
1.1
2.1
−0.9

 und x =

(
α
β

)

(1)

Zu b)
Normalgleichungen:

ATAx = AT b→
(

2 0
0 2

)
x =

(
−4
2

) (
→ x =

(
−2
1

))
(1)

Zu c)
Eliminiere a31 : r =

√
2→ c = 1/

√
2 , s = −1/

√
2

→


√

2 0 | −2
√

2 = −2.82843
0 1 | 1.1

0 0 | 0.1
√

2 = 0.141421
0 −1 | −0.9


Eliminiere a42 : r =

√
2→ c = 1/

√
2 , s = −1/

√
2

→


√

2 0 | −2
√

2 = −2.82843

0
√

2 |
√

2 = 1.41421

0 0 | 0.1
√

2 = 0.141421

0 0 | 0.1
√

2 = 0.141421


(3)

Rückwärtseinsetzen liefert

x =

(
−2
1

)
Also: y(t) = −2 cos(2π t) + sin(2π t) und das Residuum ist 0.2. (2)

6
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Aufgabe 3 (9 Punkte)
Die Lösungen des Gleichungssystems (

4 y2 − x2 − 4x

x2 + y

)
=

(
36

5

)

sollen iterativ mit dem Newton- und dem vereinfachten Newton-Verfahren für Systeme bestimmt werden.

a) Fertigen Sie zunächst eine Skizze an, aus der die Lage aller Nullstellen hervorgeht, und geben Sie geeignete
Startwerte an (Genauigkeit ±0.5).

b) Benutzen Sie dann als Startwert für die Nullstelle im 3. Quadranten für beide Verfahren(
x0
y0

)
=

(
−2
−2

)
,

und führen Sie je zwei Iterationen durch.

Bem.: Die übrigen Nullstellen müssen nicht berechnet werden.

Teil a) Skizze (Parabel y = 5− x2 und Hyperbel (z.B.): Normalform (x+2)2

32 − y2

8 = 1 oder x = 0(−4)↔ y = ±3,

x = 2↔ y = ±
√

12 = ±2
√

3 = ±3.464 und x = −2↔ y = ±
√

8 = ±2
√

2 = ±2.828). Zu skizzieren ist der gesamte
Bereich:

–4

–2

0

2

4

y

–4 –2 2 4

x

Startwerte:(
1.5
3

)
,

(
−1.5

3

)
,

(
−3
−3

)
und

(
3
−4

)

(2)

Teil b)

f(x, y) =

(
4 y2 − x2 − 4x− 36

y + x2 − 5

)
→ f ′(x, y) =

(
−2x− 4 8 y

2x 1

)
Newton-Verfahren:

x0 =

(
−2
−2

)
→
(

0 −16 | 16
−4 1 | 3

)
→ ∆x0 =

(
−1
−1

)
→ x1 =

(
−3
−3

)

x1 =

(
−3
−3

)
→
(

2 −24 | −3
−6 1 | −1

)

→
(

2 −24 | −3
0 −71 | −10

)
→ ∆x1 =

(
0.190140845
0.1408450704

)
→ x2 =

(
−2.809859155
−2.85915493

)
(5)

Vereinfachtes Newton-Verfahren (erster Schritt und f(x1) vom Newton-Verfahren):

x1 =

(
−3
−3

)
→
(

0 −16 | −3
−4 1 | −1

)
→ ∆x1 =

(
0.296875
0.1875

)
→ x2 =

(
−2.703125
−2.8125

)
(2)

7
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei f(x) := ln

(
x+ 1

2

)
.

a) Berechnen Sie das zugehörige Interpolationspolynom P (f |x0, x1, x2) an den Stellen x0 = 0, x1 = 0.5 und
x2 = 1 in Newton-Darstellung.

b) Schätzen Sie den Fehler |f(0.3)− P (f |x0, x1, x2)(0.3)| möglichst gut ab, ohne f explizit auszuwerten.

c) Sie wollen f an der Stelle x = 100 auswerten. Wie schätzen Sie die Qualität von P (f |x0, x1, x2)(100) als
Approximation an f(100) ein? (Werten Sie f nicht explizit aus.) Begründen Sie Ihre Antwort.

a)
x0 = 0.0 −0.69315

↘
x1 = 0.5 0 −→ 1.3863

↘ ↘
x2 = 1.0 0.40547 −→ 0.81094 −→ −0.57536

Also ist

P (f |x0, x1, x2)(x) = −0.69315 + 1.3863x− 0.57536x (x− 0.5)

(1)

b) Es gilt

|f(0.3)− P (f |x0, x1, x2)(0.3)| ≤ 1

3!
|(0.3− 0) · (0.3− 0.5) · (0.3− 1)| max

x∈[0,1]
|f (3)(x)|

= 0.007 max
x∈[0,1]

2

(x+ 1/2)3
= 0.007

2

1/8
= 0.112

(2)

c) Für groÿe x (und x = 100 ist hier sicherlich groÿ) verhält sich das Interpolationspolynom wie −0.57536x2.
Dies entspricht weder qualitativ noch quantitativ dem Verhalten des Logarithmus' als monoton wachsender
Funktion, und damit wird die Approximation nicht gut sein.

(1)

8
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Aufgabe 5 (6 Punkte)
Es sei f(x) := (x+ 1)2e−x. In dieser Aufgabe betrachten wir das Integral∫ 1

2

− 1
2

(x+ 1)2e−xdx

und seine numerische Approximation.

a) Wir möchten das Integral mit Hilfe der Mittelpunktsregel approximieren. Zeichnen Sie die zur Mittelpunkts-
regel gehörende Fläche in die Abbildung (s.u.) ein und bestimmen Sie deren Gröÿe.

b) Wieviele Schritte (n) braucht man mit der summierten Simpsonregel, um eine Genauigkeit von ε = 10−3 zu
garantieren? Berechnen Sie zu diesem n den Wert der summierten Simpsonregel.

c) Wieviele Schritte (n) braucht man, um mit der summierten Simpsonregel eine Genauigkeit von ε = 10−3

28 zu
garantieren?

Hinweis: Sie dürfen verwenden, dass die folgenden Abschätzungen für alle x ∈ [− 1
2 ,

1
2 ] gelten:

|f (1)(x)| ≤ 2, |f (2)(x)| ≤ 2, |f (3)(x)| ≤ 7, |f (4)(x)| ≤ 14, |f (5)(x)| ≤ 26.

−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5

−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

x

f(x)

a) Der Wert ist 1 · 1 = 1. Erwartet wird in der Skizze das Rechteck mit den Eckpunkten (−0.5, 0), (−0.5, 1),
(0.5, 1) und (0.5, 0).

(1)

b) Fehlerformel für die Simpsonregel:∣∣∣∣∣Im(f)−
∫ d

c

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

90

(
h

2

)5

‖f (4)‖∞ ≤
1

90

(
h

2

)5

14

Damit braucht man für die Abschätzung (h = 1
n ) die Bedingung:

14n

90

(
1

2n

)5

≤ 10−3

⇔ 1

n4
≤ 90 · 25

14
10−3 = 0.205714285

⇔ n4 ≥ 4.861111128⇐ n ≥ 4
√

4.861111128 = 1.48 . . .

9



Man benötigt also zwei Schritte mit der summierten Simpsonregel.

(2)

Entsprechender Wert:

1

12
(f(−0.5) + 4f(−0.25) + 2f(0) + 4f(0.25) + f(0.5))

=
1

12
(0.412180 + 2.88906 + 2 + 4.86750 + 1.36469)

=
11.53343

12
= 0.961120

(2)

c) Im Prinzip kann man diese Aufgabe lösen wie Teil 2. Da die summierte Simpsonregel allerdings wie h4

konvergiert, weiÿ man, dass man zwei Verfeinerungen braucht im Vergleich zu Teil 2. Damit ergibt sich ein
Wert von n ≥ 2 · 2 · 1.48 . . ., also n = 6.

(1)
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