IGPM RWTH-Aachen

Numerik MB F19

Verstédndnisfragen-Teil

Jeder der 6 Verstandnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Versténd-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 5 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 4 Punkte; fiir 8
richtige 3, fiir 7 richtige 2 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem

Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Zahl mit mindestens

(30 Punkte)

5 signifikanten Ziffern an. Falls nicht anders gefordert, muss das Ergebnis als Dezimalzahl angegeben werden.

VF-1: Es seien zyn bzw. xpmax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative

Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen geméf Vorlesung/Buch und D :=

[—zmax, —2MmiN] U [2MmiN, max]- Ferner beschreibe fl : D — M(b, m,r, R) die Standardrundung. Alle Zahlen

sind im Dezimalsystem angegeben.

1. | Esgilt |fl(z +y)| < [fl(x)] 4+ [A(y)| fir alle 2,y € D. falsch

2. |In M(2,4,—4,4) gilt zyn = 3—12 wahr

3. | Es gilt [fi(x) — z| < eps fiir alle z € D. falsch

4. | Die Anzahl der Elemente in der Menge M(b, m, r, R) hingt nicht von m ab. falsch

5. | Geben Sie die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 23 in M(7,6, —8,8) an. 32

6. | Die Funktion f(z) = zsin(z) ist gut konditioniert fiir 2 = 1. wahr

7. | Falls die Kondition eines Problems gut ist, sind Algorithmen zur Lésung dieses Problems automa- | falsch
tisch stabil.

8. | Es seien = 3 und y = 3 4+ 107'°. Bei der Berechnung von e® — e¥ tritt Ausloschung auf. wahr

9. | Wir betrachten die Berechnung einer Summe S,,, := Z;"Zl x;. Die Stabilitat dieser Summenbildung | wahr
héngt von der Reihenfolge der Summanden z; ab.

10.| Berechnen Sie die relative Konditionszahl der Funktion f(xy,z2) = xee™ fir (z1,22) = (—2,0). |2

VF-2: Esseien A € R™ "™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung z* € R™ von Ax = b.

Berechnen Sie ||D||2.

1. | Essei B := D A die zeilenéquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt B z* = b. falsch
2. | Es sei B := D A die zeilendquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt Ko (B) < Koo(A), wobel koo (+) die | wahr
Konditionszahl bzgl. der Maximumnorm ist.
3. | Es seien Z eine Anndherung der Losung z* und r := b — A Z das zugehorige Residuum. falsch
Al llz" —3||
Bs gilt 5 < A" -
4. | Es existiert immer eine L R-Zerlegung A = L R von A. falsch
5. | Es seien koo (A) die Konditionszahl bzgl. der Maximumnorm und A := <é g) 10
Berechnen Sie koo (A).
6. | Es sei A = Q R eine Q R-Zerlegung von A. Dann gilt Rz* = QTb. wahr
7. | Es sei R € R™ ™ eine regulére obere Dreiecksmatrix. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der | falsch
Losung y von Ry = b {iber Riickwértseinsetzen betrigt etwa %n Operationen.
8. | Pivotisierung verbessert die Stabilitdt der Gauk-Elimination. wahr
9. | Falls die Matrix A orthogonal ist, gilt k2(A) = 1, wobei ko(+) die Konditionszahl bzgl. der euklidi- | wahr
schen Norm ist.
-3 4 1
10.| Es seien A= 0 4 —1] und D die zugehérige Diagonalmatrix der Zeilenskalierung. 0.25
1 -1 2
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VF-3:
0 0 2

1. | Fir die Matrix A= [0 1 1| existiert eine Cholesky-Zerlegung. falsch
2 1 4

2. |Essei A= LDLT die Cholesky-Zerlegung der positiv definiten Matrix A. falsch

Dann ist A=! = L=TD~'L~! die Cholesky-Zerlegung der Matrix A~1.

3. | Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung einer symmetrisch positiv definiten | wahr
n X n-Matrix iiber das Cholesky-Verfahren betrigt etwa %n?’ Operationen (gem. Vorlesung).

4. | Fiir jede orthogonale Matrix @ gilt Q7 = Q. falsch
5 |Essei A= LDLT mit L = L0 und D = 2.0 Geben Sie det(A?) an. 25

10 1 0 25
6. | Esseienv € R™ mitv # 0und @, =1 —227{2 eine Householder-Transformation. Es gilt: Q! = Q.. | wahr
7. | Das Produkt zweier Householder-Transformationen ist eine Spiegelung. falsch
8. | Das Produkt zweier Givens-Transformationen ist eine Rotation. wahr
9. | Eine Q R-Zerlegung A = Q R von A € R™*™ existiert nur dann, wenn die Matrix A den vollen | falsch

Spaltenrang n hat.

10. | Es seien v,z € R? mit v # 0, = = <_21> und @Q, = I — 2% eine Householder-Transformation. | 5

Geben Sie [|Q,z||3 an.

VF-4: Es seien A € R™*™, mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien ) € R"™*™ eine orthogonale

Matrix und R € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R = (ﬁ) gilt, mit R € R™ ™. Ferner seien

z* = argming g, [|Az — b||2 die eindeutige Minimalstelle und © € [0, %) der Winkel zwischen Az* und b.
Ebenso sei F' : R™ — R™ mit m > n stetig differenzierbar. Wir betrachten das (nichtlineare) Ausgleichsproblem:
Bestimme & € R” so, dass ||F(£)|]2 = mingern ||F(2)||2-

1. | Je kleiner der Winkel ©, desto besser ist die Kondition des linearen Ausgleichsproblems. wahr

2. | Je kleiner der Winkel ©, desto besser ist die Stabilitdt des Losungsverfahrens iiber die @QR- | falsch

Zerlegung.
3. | Es gilt Rz* = Qb. falsch
4. | Es gilt ky(A) = ko (R), wobei s (-) die Konditionszahl bzgl. der euklidischen Norm ist. wahr
11 2
5. |Esselen A= (0 1| und b= [1]. Bestimmen Sie ||Ax* — bl|5. 0
01 1
6. |Essei LDLT = AT A die Cholesky-Zerlegung von AT A. Dann gilt 2* = LT D~1L=1ATb. wahr

7. | Die Gaufi-Newton Methode zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems kann man als Fix- | wahr
punktiteration darstellen.

8. | Bei der Gauf-Newton Methode zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems ist die Konver- | falsch
genzordnung in der Regel zwei.

9. | Eine geeignete Wahl des skalaren Parameters p im Levenberg-Marquardt-Verfahren kann den Ein- | wahr
zugsbereich der Methode erweitern.

-1
10.|Esseien m =3, n=1und Qb= | 4 |. Bestimmen Sie |4 z* — bl|2. 5
3
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VF-5: Es seien ® : R" — R” stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt. Fiir zp € R™ wird die
Fixpunktiteration zx11 = ®(xx), k= 0,1,2,... definiert. Weiter sei ®’(z) die Ableitung von ® an der Stelle x.

1. | Falls ®'(z*) = 0, ist die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration mindestens 2. wahr

2. | Falls ||®'(z*)]]2 > 1, ist die Fixpunktiteration nicht lokal konvergent. falsch

3. |Esseien n =1 und ®(z) = %xz — %x. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind | falsch

fiir ® auf dem Intervall [0, 1] erfiillt.

4. | Es seien n = 1 und ®(z) = cos(3z). Die Fixpunktiteration konvergiert fiir jeden Startwert zo € R. | wahr

5. | Essei f(z) = 2% — 1. Wir betrachten das Sekantenverfahren zur Annéhrung einer Nullstelle dieser | -1
Funktion, mit Startwerten xo = —2, 1 = 0. Berechnen Sie x5.

6. | Essei f: R — R zweimal stetig differenzierbar und f(z*) = 0, f'(«*) # 0. Weiter sei ® so, dass | wahr
Zp+1 = P(x) dem Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle * entspricht.
Es gilt ®'(z*) = 0.

7. | Es sei f(x) = x® — 7. Die Bisektionsmethode zur Bestimmung der Nullstelle von f konvergiert fiir | wahr
beliebige Startwerte xg € (—o0, 1], 21 € [2,00).

8. | Die Sekantenmethode zur Bestimmung einer Nullstelle einer skalaren, stetigen Funktion f kon- | falsch
vergiert nur dann, wenn die Startwerte xy und x; dieser Methode so gew&hlt werden, dass

f(20) f(z1) <0 gilt.

9. | Es sei f(x) = 22 — 2. Das auf f angewandte Newton Verfahren konvergiert fiir jeden Startwert | falsch
xg € R, 29 # 0, gegen die Nullstelle * > 0 dieser Funktion.

10.| Es sei f : R™ — R"™ zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von z* und es gelte f(z*) =0, | 1
det(f'(z*)) # 0. Sei zp ein Startwert aus einer hinreichend kleinen Umgebung von z* und xy,
k > 1, die mit dem Newton-Verfahren berechnete Folge. Geben Sie den Wert fiir p so an, dass
lz* — 2k |loo = ||Tk+1 — zk||B, fir k hinreichend grof gilt.

VF-6: Esseien n € N und P(f|zo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
f i [a,b] = R in den Stiitzstellen a < 29 < ... < z,, < b interpoliert. Weiter seien §,, der fiihrende Koeffizient
dieses Polynoms und [zo,...,z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

1. | Es gilt P(Q]xo,...,z,) = Q fir alle Polynome @ vom Grad maximal n. wahr

2. |Esgilt P(f|xo,..- xn)(x) = P(f|Tn-1,...,20)(x) + (x —x0)(x — 1) ... (x — 2p_1)[x0, ..., 2] f. | wahr

3. | Es sei ljn(2) =TI} g sjm =, 0 < j < m. Bs gilt P(flwo, ..., 20) (@) = 37 lin(@)[20, - ., ;5] f | falsch
fiir alle x € R.

4. | Es gilt 6, = [xo,...,x,] f. wahr

5. | Es seien f(r) =322, 20 = 1, 1 = 2 und x5 = 5. Berechnen Sie d5. 3

Essei f € Cla,b]. Das Integral I(f) = f; f(z) dz soll numerisch approximiert werden durch eine Quadraturformel
I, (f) = (b—a) Z;n:o w;f(z;)mita <ap < ... <xp < b Weiter sei 17}, (f) die aus I, (f) konstruierte summierte

b—a

Quadraturformel auf den Teilintervallen [t;_1,%;], j =1,...,n, mit t; =a+jh, j =0,1,...,n, h = =

6. | Es seien INC(f) und IS (f) die Newton-Cotes-Formel und die Formel der Gauk-Quadratur. Fiir | wahr
m > 1 gilt, dass der Exaktheitsgrad von INY(f) strikt kleiner ist als der von IS (f).

7. | Der Exaktheitsgrad der summierten Quadraturformel I7 (f) ist grofser als der von I, (f). falsch

8. |Es sei P(f]|xo,...,2m) das Lagrange-Interpolationspolynom. Bei der Gauf-Quadratur gilt | wahr
b
I,(f) = fa P(f|xo,...,om)(x)dz.

9. | Es sei I;(f) die Trapezregel. Es gilt [I7(f) — I(f)] — 0 fiir n — oo. wahr

10. | Berechnen Sie eine Approximation von fol 6 2* dz mit Hilfe der Simpsonregel. 1.25
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei die Matrix

3 1 2
A=1-9 3 6
0 -4 2

gegeben.

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung. Geben Sie L, R und P explizit an.

Es seien nun

1 00 2 0 0 1 15 2
P=[0 0 1|, D=|0 4 0|, B=|[35 525 7.75|,
01 0 00 2 0 15 05
100 2 3 4 0.5
L=(0o 1 0|, R=|0 3 1], b=|25
70 1 00 3 -1

Dabei sind L und R die Matrizen der LR-Zerlegung von PDB, d.h. PDB = LR.

b) Losen Sie das Gleichungssystem Bz = b mittels Vorwérts- und Riickwértseinsetzen.

¢) Wir nehmen nun an, dass die rechte Seite b und die Matrix B nur in gestérter Form vorliegen. Dabei wissen
wir, dass der abolute Fehler ||Ab||,, mit 2.5-10~% nach oben beschriinkt werden kann. Wie grof darf die

Stoérung in B, gemessen in der || - ||oo-Norm, hochstens sein, damit der relative Fehler in x, ebenfalls gemessen
in der || - ||oo-Norm, nicht gréfer als zwei Prozent ist? Dabei darf verwendet werden, dass ||[B~!||s = 11 ist.
a)
LR-Zerlegung:
3 1 2 -9 3 6
-9 3 6 =3 —I1 2 4
0 —4 2 0| -4 2
-9 3 6
gaxad 0] -4 2
1
-3 ~3|?
also
1 0 o0 -9 3 6 010
L= 0 1 01, R=|(0 -4 2], P=|0 0 1
—-0.33333 —-05 1 0 0 5 1 00
(2)
b) Es gilt o ~
Brx=b< LRx=PDb
Substituiere Rz = y und lése Ly = PDb:
1 00 1 1
01 0)ly=1|-2]1, y=|-2
7 0 1 10 3
Mache im Anschluss die Substitution riickgéngig:
2 3 4 1 0
0 3 1|lz=1|-2}|, x=[-1
0 0 3 3 1
(2)



c) Fiir x(B) ”||ABE\;|L°° < 1und (B+ AB)(x + Az) = b+ Ab gilt die Ungleichung

[Az]e _ K(B) (IIABIIOO n IIAboo>.

- —1_ 2Bl \ [[B- blloe
[l = 1-n(B) 2= \ Bl [0

Mit || B||oo = 16.5 und ||b||cc = 2.5 haben wir

|Ar]e _ 1815 ([AB|
2]l — 1—=11||AB|lc 16.5

Aufgelost nach [|AB|| ergibt dies
|AB||oo < 1.6934-107%,

1Bl

was insbesondere auch kleiner als ()

_ 1
=17 ist.

!
+ 104) < 0.02.

(2)
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Aufgabe 2 (6 Punkte)
Die Funktion y(t) := asin(t) + tan(bt) — ¢ soll im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate optimal an folgende Messwerte
angepasst werden:

ti‘ﬂ'/4‘7'r/3‘ﬂ'/2‘
yi| 2 ] 413

Bestimmen Sie die Parameter a und b ndherungsweise:

a) Formulieren Sie dazu das entsprechende nichtlineare Ausgleichsproblem ||F'(x)||2 — min. Geben Sie F und z
explizit an.

b) Fiir das Gauk-Newton-Verfahren ist der Startwert (a”,5°) = (0,0) gegeben. Stellen Sie das zugehérige linea-
risierte Ausgleichsproblem fiir den ersten Schritt auf.

Wir betrachten nun das lineare Ausgleichsproblem
-8 20 c 20
0 8 ( ) —1 8 —  min .
6 15) \? 15/, (0
c¢) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mit dem Householder-Verfahren und geben Sie die Norm des Resi-

duums an.

Teil a) Die i-te Zeile der zu minimierenden Funktion F(z) = F(a,b) lautet
Fi(z) :=y(t;) — y; = asin(t;) + tan(bt;) — t; — y;

Gesucht ist somit z* mit ||F(z*)||a = mingegz ||F(x)||2 mit = (a,b) und

U5 +tan(F) — § - 0.70711 a + tan(0.7854 b) — 2.7854
F(z) = F(a,b) = | %3 | tan(%) — = —4 | = | 0.86603a + tan(1.0472b) — 5.0472 | . (1)
a+tan(Z)— 2 —3 a + tan(1.5708 b) — 4.5708

Teil b) Aufgestellt werden soll

|F(z°) + F'(2°) A2, — MOZ(AZ%%O)TGRQ

Hier ist

Fito) = (s ot

Damit ergibt sich

- AN —2.7854 0.70711 0.7854 4
—T-4)+ Lz (Ab0> = ||| —=5.0472 | + | 0.86602 1.0472 (Ab()) = o min__ . (2)
13 1oz —4.5708 1 1.5708 ,  (penanmTer
Teil ¢c) Wir definieren
-8 20 20
A=10 8 b:=1 8
—6 15 15

Da b eine Spalte der Matrix A ist, wissen wir bereits, dass die Losung (¢,d)” = (0,1)7 ist und das Residuum 7 = 0
ist. Lose das lineare Ausgleichsproblem mit Householder:
Householder-Tableau:

-8 20 20
0 8 8
—6 15 15 a; =—10
-18 0 —6 (180) —450 | —450 || f1 = 1/180 @)
—18/180 10 —25 | =25 ||c=0
0 0 8 8 d=1
—6/180 0 0 0 res =0
Riickwirtseinsetzen (eigentlich schon im Tableau)
8 —25+25
=>d==-=1 = = "0
8 ‘T 10
Das Residuum ist r := ||Az — b]|]2 = 0. (1)
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Aufgabe 3 (8 Punkte)
Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleichung

Fl(x’y)

@1, @=17 ay
<F2(xay)

Ty _ 6 + 6 18 | —.
Y rT—y+2

2

) =: F(z,y) .

a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach fiir den Bereich E := [0, 2] x [0, 2] erfiillt
sind.

b) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert (z%,y°) := (0, 0) zwei Fixpunktschritte durch, d.h. berechnen Sie

(=%, %)
Hinweis: Sollten Sie in a) keine Kontraktionszahl L gefunden haben, verwenden Sie im Folgenden die 1-Norm
und L = °
T

c¢) Geben Sie eine a-posteriori-Fehlerabschiitzung fiir (22, y?) an.

d) Wie viele Iterationsschritte/Fixpunktschritte sind ausgehend vom Startwert (z°,¢y%) := (0, 0) héchstens
erforderlich, um den Fixpunkt bis auf einen Fehler von € = 2.4 - 10~2 anzuniihern? Geben Sie einen mdglichst
kleinen Wert an.

zu a)
i) E ist abgeschlossen und beschrinkt, also vollstindig.
2 2
ifi)ISelbstabbildung: Wegen (z,y) € [0,2]? gilt @, % €10,%] und 2¥ € [0, &] sowie 2 —y € [—2,2]. Daraus
olgt

IN

IA

2 2
0= 0+0+0 < o4 Gl 4oy +

_ —242 z—y+2 2+2
0= —5 < 2 < 2

o=
o=
o
ol

2
2

Insgesamt gilt also F(E) C [0, 2] x [0,2] C E = F ist selbstabbildend auf E.
iii) Kontraktivitdt: Da E konvex ist und F stetig differenzierbar ist, diirfen wir zum Nachweis der Kontraktion
die Ableitung benutzen. Als Jacobi-Matrix ergibt sich

(z-1) (-1 | o
i s 18)

1
2

Fl(xvy) = (

N

Wir schitzen die Matrixkomponenten betragsmiifiig nach oben ab. Wegen (z,y) € E = [0,2]? gilt @, @ €

[—3, 1]. Also ergibt sich auf E die elementweise Betragsabschéitzung (zuléssig in der || - [|1- und || - [|oc-Norm, nicht
jedoch in der | - ||2-Norm):
: sto 3ty § s 17
Fenh<|(C07 0T =0 )] =
2 2 1 2 2/ 1h

(Hier kénnen wir die co-Norm nicht verwenden — zu groR).
F ist also kontraktiv auf E.
Somit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt. (4)

zu b)

x 0
Startwert: xY = <y0> = (O)
1 1 0.33333
1. Schritt: x! .= <x1> =)=
Yy 1 1
2 5 —0.240741
- o (22 (&) (0.0925926 ; 2l
2. Schritt: X% = (yz) = (§> = <0.666667 und fiir ¢) x* —x' = 0.333333

(1)

zu c) Es ist [|[x* — x![|; = & = 0.574074 und somit gem#R a-posteriori-Abschitzung

17

1T 31 31 527
18 Z- 172 = =2 =9.75926 (< 10 3.686404949) .
L 54 54 54 ( ) ( )

Ix* — x|y < Ix* — x|y =

1-L



(1)

zu d) Es gilt gemif a-priori-Abschitzung

L'I’L !
e 7 i I
0oy (2200 .
n s PR _ n 5 _ W0 (57.51643480)
=~ InL In (1) In(17) — In(18)
Es sind also héchstens n = 162 Schritte erforderlich, um eine Genauigkeit von ¢ = 2.4 - 1072 zu erreichen. (2)
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Aufgabe 4 (5 Punkte)
Zur Berechnung der Funktion f(x) = cos(x) steht die folgende Tabelle zur Verfiigung

¢ |0 025 05 075 1
sin(z) |0 0.2474 0.4794 0.6816 0.8415
cos(z) |1 0.9689 0.8776 0.7317 0.5403

Die Funktion soll durch ein Polynom p zweiten Grades angendhert werden.

a) Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen und der ausschlieflichen Verwendung von Tabellenwerten fiir
Sinus- und Kosinuswerte, dass die Stiitzstellen so gewdhlt werden kénnen, dass fiir den Interpolationsfehler in
z = 0.1 gilt:
|£(0.1) = p(0.1)] <2.2-107*

Hinweis: Verwenden Sie cos(z) = cos(—z).

b) Bestimmen Sie nun das Polynom p zu den in a) bestimmten Stiitzstellen in Newton-Darstellung. Sollten Sie
keine Stiitzstellen bestimmt haben, verwenden sie g = 0,27 = 0.25 und x5 = 0.5.
Werten Sie dann die Newton-Darstellung mit dem Horner-Schema an der Stelle z = 0.1 aus.

Zu a)
Zur Wahl der Stiitzstellen wird vorab die Fehlerabschédtzung betrachtet:

Mit a = min{xg, z1, 22,0.1}, b = max{xzg, 21, x2,0.1} gilt

1 .
|£(0.1) = p(0.1)| < 30 rél[a)i] |sin(z)]](0.1 — 2)(0.1 — 21)(0.1 — x2)].
Da cos(z) = cos(—z) werden die Stiitzstellen —0.25, 0, 0.25 gewéhlt. Dadurch wird sowohl der Anteil durch das
Knotenpolynom als auch der in Frage kommende Sinuswert optimal klein:

1
[£(0.1) = p(0.1)] < & -0.2474-0.35-0.1-0.15 < 2.2 10",
(2)
zu b)
Newton-Tableau
L4
—0.25(0.9689
> 0.1244
0 1 > -0.4976
> -0.1244
0.25 ]0.9689 > -0.4816
> -0.3652
0.5 0.8776
Daraus folgt p(x) = 0.9689 + 0.1244(x + 0.25) — 0.4976z(x + 0.25).
Auswertung;:
Es gilt p(z) = 0.9689 + (x + 0.25) - (0.1244 — x - 0.4976).
Hornerartige Auswertung ergibt: p(0.1) = 0.9689 + (0.1 + 0.25) - (0.1244 — 0.1 - 0.4976) = 0.99502. (3)

Alternativ: p(z) = 1 — 0.1244z — 0.4816z (2 — 0.25) = 1 + 2 - (—0.1244 — 0.4816(z — 0.25)).
Hornerartige Auswertung ergibt: p(0.1) =14 0.1 - (—0.1244 — 0.4816(0.1 — 0.25)) = 0.99478.
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Aufgabe 5 (5 Punkte)

Gegeben sei die Quadraturformel
1 1 1 2
an=37(3)+3/(3)

die naherungsweise das Integral fol f(x) dz bestimmt.

a) Zeigen Sie, dass der Exaktheitsgrad der Quadraturformel kleiner 2 ist.

2

b) Essei a > 0 gegeben. Nutzen Sie die Quadraturformel um f(z) := 21
x

auf dem Intervall [0, a] ndherungs-

weise zu integrieren.

c¢) Das Intervall [0, 1] wird in n Teilintervalle der Lange h = % unterteilt, t, = hk, k = 0,...,n. Geben Sie die
entsprechende summierte Quadraturformel @,, an.
Hinweis: Wie lautet die Quadraturformel @) angepasst auf das Teilintervall [tx, tx11]7

Zu a)

Fiir einen Exaktheitsgrad von 2 (oder hoher) muss die Bedingung Q(z?) =X fol 22 dz erfiillt sein. Es gilt

! 15 1 /1\2 1 [2)\?
[w=575=5-(5) 5 (5) e

Somit kann die Quadraturformel nur einen Exaktheitsgrad kleiner 2 haben. (1)
zu b)
Die lineare Transformation von [0, 1] auf [0, a] ist lediglich eine Streckung. Auf dem Intervall [0, a] lautet die Formel:

Q,q(f) =a (;f (;a> + %f (§a>> .

Fiir das Integral erhalten wir somit

/af()d_/“idfvg 2, 2 __a , a
o T 92 1 T 2\ 9(a/3)2 1 T 92a/3)2+1) T @2+ 1 4@+ 1
(2)
Zu ¢)
Auf jedem Teilintervall [tg, tx11] lautet die Formel:
1 1 1 2
Fiir die summierte Formel ergibt sich somit (t, = hk, k=0,...,n)
= /1 1 1 2
Qn(f) :§h<2f<ti+3h> +2f<tz+3h>>
he 1 2
EI(CHDE(CHD
(2)
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