IGPM RWTH-Aachen

Numerik MB H19

Verstédndnisfragen-Teil

Jeder der 6 Verstandnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Versténd-

(30 Punkte)

nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 5 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 4 Punkte; fiir 8

richtige 3, fiir 7 richtige 2 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem

Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Zahl mit mindestens

5 signifikanten Ziffern an. Falls nicht anders gefordert, muss das Ergebnis als Dezimalzahl angegeben werden.

VF-1: Es seien zyn bzw. xpmax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen geméf Vorlesung/Buch und D :=
[—zmax, —2MmiN] U [omin, 2max]. Ferner beschreibe fl : D — M(b, m,r, R) die Standardrundung, und es sei
© (gem. Vorlesung/Buch) der Minusoperator fiir M, d.h.: x ©y := fl(fl(z) — fl(y)) wobei wir hier annehmen, dass
alle Zwischenergebnisse in D liegen.

1. | Es gilt ayax = (1 —b~™)bE. wahr
2. | In M(2,4,—4,4) gilt zyn = o5 falsch
3. | Die Anzahl der Maschinenzahlen in M(b, m,r, R) ist endlich. wahr
4. | Fiir jedes x € D existiert eine Zahl ¢ mit |e| < eps und fi(z) —z =e. falsch
5. | Geben Sie die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 17 in M(3, 8, —8, 8) an. 122

6. | Es gilt W < eps fiir alle z,y € M(b, m,r, R) mit z # y. wahr
7. | Falls die Kondition eines Problems schlecht ist, wird jede Storung der Eingabedaten viel verstarkt. | falsch
8. | Es seien z =5 und y = 5 — 107'°. Bei der Berechnung von sin(z) — sin(y) tritt Ausloschung auf. | wahr
9. | Die Funktion f(x) = In(x) ist gut konditioniert fiir alle z > 3. wahr
10.| Berechnen Sie die Kondition k¢ (x,y) der Funktion f(x,y) = 22 cos(y) im Punkt (1,0). 2

VF-2: Esseien A € R™ "™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung z* € R™ von Az = b.
1. |Es sei B := D A die zeilenéquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt x3(B) < k2(A), mit ky(A) := | falsch
[All2[[ A7 2.
2. | Wir betrachten das gestérte Problem A% = b. Es gilt H}I)IZ\II;H < k(A) H‘T"l;:ﬁ” , mit k(A) := || A[|||A7Y. | wahr
3. | Fiir die Konditionszahl der Matrix A gilt £(A?) = r(A)?. falsch
4. | Es sei PA = LR die liber den Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung berechnete Faktorisie- | falsch
rung. Dann gilt: det(A) = det(R) .
-2 4 1
5. | Berechnen Sie ||A|l; fir A= 0 -2 -1 9
2 -1 7
6. | Eine LR-Zerlegung P A = L R kann man verwenden, um A~! zu bestimmen. wahr
7. | Es sei R € R™ ™ eine regulire obere Dreiecksmatrix. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der | falsch
Losung y von Ry = b iiber Riickwértseinsetzen betrigt etwa n? Operationen gem. Vorlesung.
8. | Es sei A symmetrisch positiv definit. Das Cholesky-Verfahren zur Bestimmung der Zerlegung wahr
A=LDL" is eine stabiles Verfahren.
9. | Es sei A symmetrisch positiv definit. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung | wahr
iiber das Cholesky-Verfahren betréigt etwa én:j Operationen gem. Vorlesung.
10. | Es seien koo (A) die Konditionszahl bzgl. der Maximumnorm und A := <i (1)> Berechnen Sie | 15
Koo(A).
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VF-3: Esseien A € R™*" und A = ) R eine Q R-Zerlegung von A.

1. | Es existiert immer eine () R-Zerlegung von A. wahr

2. | Fiir jede orthogonale Matrix gilt @ gilt QT = Q. falsch

3. | Es seien m = n und det(A) # 0. Dann gilt ko(A) = k2(Q), wobei ko(.) ie Konditionszahl beziiglich | falsch
der euklidischen Norm ist.

4. | Es seien m = n, det(A) # 0 und b € R™. Dann gilt: Az =b< =R 'Q7b. wahr

5. | Es seien v,z € R? mit v # 0, = = <—06> und Q, = I — 2“}’2 eine Householder-Transformation. | 6

v
Geben Sie ||Q,x||2 an.

6. | Die Householder-Methode zur Bestimmung der @ R-Zerlegung ist immer stabil. wahr

7. | Die Summe zweier orthogonaler m x m - Matrizen ist eine orthogonale Matrix. falsch

8. | Es seien @, die m x m - Householder-Transformation beziiglich v und x € R™ beliebig. falsch
Dann gilt ||Q,2 |00 = || 00-

9. | Das Produkt zweier Givens-Transformationen ist eine orthogonale Matrix. wahr

10.| Es sei @, eine Householder-Transformation. Geben Sie den Wert des gréfsten Eigenwertes der | 1
Matrix @, an.

VF-4: Es seien A € R™*" mit Rang(A4) = n < m und b € R™. Weiter seien @@ € R™*™ eine orthogonale
Matrix und R € R™"™ eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = g gilt. Weiter sei * € R™ die eindeutige

Minimalstelle des Minimierungsproblems mingegn A2 — bl|2 und © € [0, %) der Winkel zwischen Az* und b.
Ebenso sei F' : R™ — R™ mit m > n stetig differenzierbar. Dazu betrachten wir das (nichtlineare) Ausgleichs-
problem: Bestimme & € R™ so, dass ||F(Z)||2 = mingern ||F(x)]]2-

1. | Die Matrix A7 A ist symmetrisch positiv definit. wahr
2. | Es gilt 2* = argmin,cpn [[Az —b|ls & Q Ax* = Qb. falsch
3. | Je kleiner der Winkel O, desto besser ist die Stabilitdt des Losungsverfahrens iiber die QR- | falsch
Zerlegung.
4. |Essei Qb=: (2l)mit by € R® und by € R™ ™. Dann gilt: 2* = R~ 'b;. wahr
2
-2 1 0
5. |Esseilen A= | 0 1 |und b= |2 |. Bestimmen Sie ©. 0
3 1 5
6. | Die Matrix R kann man {iber Householder-Transformationen bestimmen. wahr

7. | Die Gauf-Newton Methode ist immer konvergent in einer hinreichend kleinen Umgebung von #. | falsch

8. | Mit einer geeigneten Wahl des im Levenberg-Marquardt-Verfahren verwendeten Parameters kann | falsch
man die Konvergenzordnung der Methode vergréfern.

9. | Die Konvergenzordnung der Gauf-Newton-Methode ist in der Regel 1. wahr
1
10.| Es seien m =4, n=2und Qb = g . Bestimmen Sie ||Az* — b||2. 4

—4
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VF-5: Es seien ® : R" — R"” stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = z* gilt. Fiir o € R™ wird die
Fixpunktiteration z511 = ®(zx), kK =0,1,2,... definiert. Weiter sei ®'(z) die Ableitung (Jacobi-Matrix) von @
an der Stelle z.

Weiterhin sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar, und f(z*) = 0, f'(«*) # 0. Fiir das Intervall [a, b] gilt,
dass a < z* < b, wobei z* die einzige Nullstelle von f in [a, b] ist.

1. | Falls ®'(2*) = 0 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte mit ||xo — z*|| hinrei- | wahr
chend klein, und die Konvergenzordnung ist grofser als 1.

2. | Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist héchstens 2. falsch
3. | Das Gauss-Newton-Verfahren ist eine Fixpunktiteration. wahr
4. | Es seien n = 1 und ®(z) = cos(3x). Die Fixpunktiteration konvergiert fiir jeden Startwert zo € R. | wahr
5. | Es sei g ein Startwert aus einer hinreichend kleinen Umgebung von z* und z, k > 1, die mit dem | 1
Newton-Verfahren berechnete Folge: zp = zp_1 — ]{/((Z’;ill)). Geben Sie den Wert fiir p an, sodass
x* — xp = (rrpe1 — x)P fir k hinreichend grof gilt.
6. | Es seien n = 1 und ®(x) := 2¢~ 2%, Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind | falsch

fiir ® auf dem Intervall [§, 1] erfiillt.

7. | Das Bisektionsverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von f konvergiert, wenn man die Start- | wahr
werte rg = a und x; = b wihlt.

8. | Sei f konvex auf [a, 00), d.h. f”(x) > 0 fiir alle z > a. Dann gilt: Das Newton-Verfahren konvergiert | falsch
gegen z* fiir jeden Startwert x¢ > a.

9. | Es seien ®(x) = 2 — f(z) und z* die Nullstelle von f in [a, b]. Dann gilt ®'(z*) = 0. falsch

10. | Es seien [a,b] = [0,2] und f(z) = 2% — 1. Wir betrachten das Sekantenverfahren zur Anniihrung | 0.25
einer Nullstelle dieser Funktion, mit Startwerten zq = 0, 1 = 2. Berechnen Sie x».

VF-6: Esseien n € N und P(f|zo,...,z,) das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
f i [a,b] = R in den Stiitzstellen a < 29 < ... < z,, < b interpoliert. Weiter seien §,, der fiihrende Koeffizient
dieses Polynoms und [z, ..., z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

L. | Es gilt: P(f|z0,...,20)(x) = P(f |20y, 2n—1)(x) + 6,11} (x — x;) fiir alle x € R. wahr

2. | Essei {j,(x) = szo’k#ﬁ, 0 <j < n. Esgilt P(flzo,...,zn)(x) = X7, f(2)ljn(z;) Yo € R. | falsch

3. | Der Fehler max,cpq5) |P(f |20, .., 2n)(x) — f(x)| ist minimal wenn man die Stiitzstellen x; dqui- | falsch
distant wéhlt.

4. | Es sei f ein Polynom vom Grad maximal n. Dann gilt: f(z) = P(f | zo,...,2s)(x) fir alle x € R. | wahr

5. | Es seien f(x) =422 — 2, 19 = 1, 21 = 2, 2o = 3. Berechnen Sie Js. 4

Es sei f € C*([a,b]). Das Integral I(f) = fab f(z) dz soll numerisch approximiert werden.

Es sei Iy (f) = (b—a) 327w, f(x;) eine Quadraturformel mit a < o < ... < a,, < b. Weiter sei I}},(f) die aus
I, (f) konstruierte summierte Quadraturformel auf den Teilintervallen [t;_1,¢;], 7 = 1,...,n, mit t; = a + jh,
j=0,1,...,n, h =22

n

6. | Die Exaktheitsgrade der Quadraturformel I,,,(f) und der summierten Quadraturformel I" (f) sind | wahr
gleich.

7. | BEs gibt Stiitzstellen z;, 0 < j < m, sodass mit dem Lagrange-Interpolationspolynom | wahr
P(f|xo,...,%m) bei der Gauk-Quadratur gilt: L, (f) = ff P(f|zo,...,zm)(z)dx.

8. | Bei der Gauf-Quadratur hdngen die Stiitzstellen x;, 0 < j < m, von der Funktion f ab. falsch

9. | Es sei m fest gewéhlt. Der Fehler |I,,,(f) — I(f)| ist bei einer Gauk-Quadraturformel immer kleiner | falsch
als bei einer Newton-Cotes Formel.

10. | Berechnen Sie eine Approximation von f13 2 mit der summierten Trapezregel IZ(f). 22
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es sei
02 —-04 04
A=(04 -03 0.3
0.8 01 0.1

a) Bestimmen Sie die L R-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung, d.h. PA = LR, in zweistelliger
Gleitpunktarithmetik (Runden Sie nach jeder Rechenoperation!).
Geben Sie die Matrizen P, L und R explizit an.

Es seien nun

i 1 00 (04 1 054 0.34
I=103 10|, R=[0 03 1|, b=/[071
079 0 1 0o 0 1 1.3

Dabei sind L und R die Matrizen der LR-Zerlegung von B, d.h. B = LR.

b) Losen Sie das Gleichungssystem Bx = b mittels Vorwiirts- und Riickwértseinsetzen in zweistelliger Gleit-
punktarithmetik.

a) L R-Zerlegung:

Pivot(3,2,1) 08 0.1 0.1 0.8 0.1 0.1
4 T 04 —0.3 0.3 Gaugs 05 | —0.35 0.25
02 —-04 04 0.25 | —0.43 0.38
Pivot(3,1,2) 0.8 0.1 0.1 o 0.8 0.1 0.1
Ry 0.25| —0.43 0.38 Gangs 025| —0.43 0.38
0.5 | —0.35 0.25 0.5 0.81 | —0.06
0 0.8 0.1 0.1
also: 0. 25 1 0], R=1|10 -043 038 |,
0.5 0.81 1 0 0 —0.06
0 0 1 3
P=[(1 0 0]|]=1(1
01 0 2
(4)
b) Es gilt -
Br=bs LRx=0b
Substituiere Rx = y und lose iy =1b:
1 00 0.34 0.34
03 1 0)Jy=10.71], y=10.61
079 0 1 1.3 1
Mache im Anschluss die Substitution riickgéingig:
0.4 1 0.54 0.34 2
0 0.39 1 z=10.61], z= -1
0 0 1 1 1
(2)
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Aufgabe 2 (6 Punkte)
Gegeben sind die Punkte

J,‘i‘—3 -1 2
yi | -5 —6 4~

die gemiR theoretischen Uberlegungen auf der Kurve zu
1
y(@) = a2 + B2 (2% 4 2) + 2

liegen.
Zu bestimmen sind die optimalen Parameter o und 8 im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate.

a) Formulieren Sie dazu das entsprechende lineare Ausgleichsproblem z* = argmin,cg. ||Az — bl|2. Geben Sie A,
z und b explizit an.

Wir betrachten nun das Ausgleichsproblem z* = argmin, cp || Bz — ¢||2 mit

—12 29
B = 0|, c¢c= 3
5 2

b) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mit Hilfe von Householder-Transformationen. Wie grofs ist das Re-
siduum?
Hinweis: Givens-Rotationen oder der Ansatz iiber Normalengleichungen werden mit 0 Punkten bewertet.

c) Wie groft darf der absolute Fehler von ¢, gemessen in der || - ||2-Norm, hdchstens sein, damit der relative Fehler
in x, ebenfalls gemessen in der || - ||2-Norm, nicht gréfer als ein Prozent ist?

Teil a)
Die Zeilen des Ausgleichsproblems haben die Form

Ai,-: ( 2|x1| %(5024’55) ), bl:yz—Q

Gesucht ist also ein z* € R? mit ||Az* — bz = min,cpe || Az — b2, z = (o, 3)T und

8 3 -7
A= 2 0], b= -8
4 3 2
(1)
Teil b)
—12 29
0 3
5 2 o) =—13
=25 0 5 (325) | =715 || 81 = 0.0030769
—0.076923 13 —26 || -2
0 0 3
0.015385 0 13 res = 13.342
Man findet also z* = —26/13 = —2 und das Residuum res = /32 4+ 132 = /178 = 13.342. (3)
Teil c)

Die Formeln stehen in der Formelsammlung.
Hier ist (0 # z € R) ||Bz||/||z| = |=||(=12, 0, 5)T||/|=| = [[(=12, 0, 5)T||, also k2(B) = 1. Weiter ist || Bx*||s = 26

und wir erhalten ~
ko(B) [[E—cll2  ra2(B)

cos(©) ez [[Ba*]

1 !
¢ —clls = =& — |l < 0.01.
¢ — ¢l 26HC cll2 <0.01

Also muss gelten
le —¢|l2 < 0.26.

(2)



IGPM RWTH-Aachen Numerik MB H19

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Die Losungen des Gleichungssystems 5
Yy +2y+x = 4
2
2 Yy _ 33
Yoy ts T

sollen iterativ mit dem Newton- und dem vereinfachten Newton-Verfahren fiir Systeme bestimmt werden.

a) Fertigen Sie zunéchst eine Skizze an, aus der die Lage aller Nullstellen hervorgeht, und geben Sie geeignete
Startwerte an (Genauigkeit +0.5).

b) Benutzen Sie dann als Startwert fiir die Nullstelle im 2. Quadranten fiir beide Verfahren
_ [(To\ _ -2
o= ()= ()

Bem.: Die iibrigen Nullstellen miissen nicht berechnet werden.

und fiihren Sie je zwei Iterationen durch.

\ : / e
N Teil a) Skizze:
3 Parabel = 5 — (y + 1)? und Hyperbel &~ — w-1® _
8 32
\\i oder Wertetabelle zu x = £/ W. Zu skizzieren ist
* - der gesamte Bereich:
Startwerte:
15 14 P 2 11 1 2 IO
[ 3 -3 —4 q 3.5
—2 05\ 2 ) \-4) "™\ 25/
//_4
¢ =5 .
Teil b) Newton-Verfahren:
y 2yt - " 1 2y+2
f(x7y)—(x2 E_i _>f z,y (233 —%—F%
Newton-Iteration:
-2 . 4 3 N -1 o — -3
=\ 4 0] 4 1) 7T 2
N 1 -1
—6 —O 5 —0.75
. 1 6 | 0.1408450704 L xo = —2.85915493
0 355 | —6. 75 —0.1901408451 27\ 1.809859155
(4)
Vereinfachtes Newton-Verfahren (erster Schritt und f(x;) vom Newton-Verfahren):
o (BY L (Y A L Ao 01875 ) [ -28125
P2 -4 0 | —0.75 ' \-0.296875 > \L.703125 (2)
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Aufgabe 4 (6 Punkte)
Gegeben sei die Wertetabelle

f(@-)\4 3 -1 3°

a) Berechnen Sie die drei fehlenden dividierten Differenzen im folgenden Newton-Schema und stellen Sie das
Interpolationspolynom P(f|zg, z1,z2,23)(z) in der Newton-Darstellung auf.

Tro = —1 4
hV
z1 =0 3 — [l‘o,l‘l]f
N\ N\
To = 2 -1 — [Il,xg]f — 1
hN N\ N\
r3 =3 3 — 4 — [3;‘1,!1)2,(E3]f — 0.25

b) Geben Sie eine Abschétzung fiir den Fehler |P(f|zo, 1, z2,23)(Z) — f(&)| an der Stelle £ = 1 an.
|

Hinweis: Fiir die Ableitungen von f gelte: max,¢[_1,3 | (z)] < 5;(,;7_‘1)2 fiir alle n € N.

Es sei nun das folgende Newton-Schema gegeben:

vy [l/z‘]g [%-1,%}9 [%-27%—1791‘,]9 [yi—vai—vai—layi]g
0| -1 0
hV
110 -1 - -1
hV hv
211 6 — 7 — 4
e hV N\
3|1 6 | —49 — —11 — -3 — —1

¢) Werten Sie das Interpolationspolynom P(g|yo, y1, Y2, y3)(y) mithilfe des Horner-artigen Schemas an der
Stelle § = 0.5 aus.

Teil a) [zg,21]f = —1, [z1,22]f = =2 und [21, 29, 23] = 2.

Bem.: Das Schema ist in sich nicht konsistent. Die Zahlen wurden zwecks einfacher Darstellungen modifiziert.
Newton-Darstellung;:

P(flxg,z1,22,23)(x) =4 — (z+ 1)+ (. + 1)z + 0.25(z + 1)z(x — 2)

(2)
Teil b) Die Fehlerformel lautet:
N N (4) ](4 — 1)2
(P, 21,2,2)(@) — (3] < 11— (1)1 - 0)(1~2)(1 - 3)] max T cgq3.9 8005
yel-1,3) 4! 41 - 4!
(2)
Teil c)
Polynom in Horner-Schema:
P(glyo, y1, 42, y3)(y) = (y + D{-1+y(4 + (y = 1)(=1))}
Ausgewertet an der Stelle § = 0.5 ergibt:
P(g|y0ay17y27y3)(g = 05) = 1.875.
(2)



IGPM RWTH-Aachen Numerik MB H19

Aufgabe 5 (4 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f(z) = In(cos(z?)). Gesucht ist eine Niherung fiir das Integral

1
10 = [ f(a)ds,
0
die um hochstens € = 0.03 von der exakten Losung abweicht.

a) Bestimmen Sie die Anzahl der Unterteilungen, die dafiir mit der summierten Trapezregel notwendig ist.

b) Wie viele Unterteilungen wéren mit der summierten Gaufformel mit 2 Stiitzstellen pro Intervall notwendig?

Hinweis: Fiir z € [0, 1] gilt |f™ (z)| < (n+ 1)"*! fiir alle n € N.

Teil a) Fiir den Fehler der summierten Trapezregel gilt:

h3 1 (b—a)? 1 (1-0) 7
Vi . <y (2) _ (2) < 2 1 2+1 _
Somit ergibt sich fiir n:
27 27 300
> - = -_ = _— = = 0O...
n\/126 \/12-0.03 4 V75=86
Alson =9. (2)
Teil b) Fiir die summierte Gauf-Formel wird aus der Fehlerdarstellung (Formelsammlung)
((m+1)hH* 2m+3| (2m+2)
—I(f)] = h2™ m
Q1) =10 = Tmegtea gy )
mit m = 1 (2 Stiitzstellen) und |f®) (x)| < 5° = 3125 (gem. Hinweis)
(14 1)) 2143, () n kS 1 625
n -1 < h < —3126= — — <
@ (£) = ()] ="M(2112)03(2-1+3) AN 1330 nt 864 = °
Somit ergibt sich fiir n:
w9 gy
864 - 0.03
Also liefert n = 3 die geforderte Genauigkeit. (2)



