IGPM RWTH-Aachen Numerik MB F20

Verstidndnisfragen-Teil (30 Punkte)

Jeder der 6 Verstandnisfragenblocke besteht aus 10 Verstdndnisfragen. Werden alle 10 Fragen in einem Versténd-
nisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es dafiir 5 Punkte. Fiir 9 richtige Antworten gibt es 4 Punkte; fiir 8
richtige 3, fiir 7 richtige 2 und fiir 6 richtige Antworten gibt es einen Punkt. Werden weniger als 6 Fragen in einem
Verstandnisfragenblock richtig beantwortet, so gibt es fiir diesen Block 0 Punkte.

Beantworten Sie alle Fragen mit wahr oder falsch bzw. geben Sie das Ergebnis numerisch als Zahl mit mindestens
5 signifikanten Ziffern an. Falls nicht anders gefordert, muss das Ergebnis als Dezimalzahl angegeben werden.

VF-1: Es seien zyn bzw. xpmax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative
Maschinengenauigkeit in der Menge M(b, m,r, R) der Maschinenzahlen gemif Vorlesung/Buch und D :=
[—xMAx, —ZMIN] U [MIN, ZMax]. Ferner beschreibe fl : D — M(b,m,r, R) die Standardrundung. Alle Zahlen
sind im Dezimalsystem angegeben.

1. | Es gilt fi(z +y) = fl(x) 4+ fl(y) fir alle z,y € D. falsch
2. | Die Anzahl der Elemente in der Menge M(b, m,r, R) hingt von m ab. wahr
3. | Es gilt [fi(z) — x| < eps fiir alle z € D. falsch
4. | Die Addition zweier Zahlen ist stets gut konditioniert. falsch
5. | Geben Sie die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 14 in M(3, 6, —8,8) an. 112
6. | Falls die Kondition eines Problems schlecht ist, konnen Stérungen der Eingabedaten stark verstarkt | wahr
werden.
7. | Die Funktion f(z) = zln(x) ist fiir  — oo gut konditioniert. wahr
8. | Die Funktion f(z,y) = % ist fiir alle (z,y) € R? mit y # 0 gut konditioniert. wahr
9. | Wir betrachten die Berechnung einer Summe S,,, := ZT:l x;. Die Stabilitdt dieser Summenbildung | wahr
héngt von der Reihenfolge der Summanden z; ab.
10. | Berechnen Sie die Kondition #,.¢;(z,y) der Funktion f(z,y) = zsin®(y) im Punkt (1, %). 1

VF-2: Esseien A € R™ "™ beliebig aber regulér, b € R™ und gesucht sei die Losung z* € R™ von Ax = b.

1. | Es sei B := D A die zeileniquilibrierte Matrix zu A. Dann gilt ||Bl|e = 1. wahr

2. | Mit Zeilenédquilibrierung wird eine Verringerung der Rechenaufwand der Gauf-Elimination ange- | falsch
strebt.

3. | Wir betrachten das gestorte Problem A# = b. Der absolute Fehler in der Losung [|Z — x*|| ist | wahr
maximal um einen Faktor ||A™!| gréfer als der absolute Eingabefehler ||b — b]|.

4. | Es existieren stets eine normierte untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix R, so | falsch
dass A = L R gilt.

-3 0 0
5. | Berechnen Sie ||Allo fir A=] 0 -2 0]. 3
0 0 1

6. | Falls die Matrix A orthogonal ist, gilt ko(A) = 1, wobei ko(+) die Konditionszahl bzgl. der euklidi- | wahr
schen Norm ist.

7. | Es sei R € R™ ™ eine regulire obere Dreiecksmatrix. Der Rechenaufwand zur Bestimmung der | falsch
Losung y von Ry = b iiber Riickwértseinsetzen betrigt etwa %n?’ Operationen.

8. | Es sei A symmetrisch positiv definit. Dann ist die Kondition des Problems der Bestimmung der | falsch
Losung des Gleichungssystems Az = b gut.

9. |Essei A= L DL” mit einer normierten unteren Dreiecksmatrix L und einer reguliiren Diagonal- | falsch
matrix D. Dann ist A symmetrisch positiv definit.

10.| Es sei A eine Matrix mit koo (4) = 2, wobei koo (+) die Konditionszahl bzgl. der Maximumnorm ist. | 2
Berechnen Sie koo (A7),
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VF-3: Essei A € R™" und A = @Q R eine QR-Zerlegung von A.

1. | Eine QR-Zerlegung A = Q R von A € R™*™ existiert nur dann, wenn die Matrix A den vollen | falsch
Spaltenrang n hat.

2. | Es gilt: ||All2 = || R||2, wobei || - ||2 die euklidische Norm ist. wahr
3. | Fiir jede orthogonale Matrix @ gilt Q7 = Q1. wahr
4. | Die Inverse einer orthogonalen Matrix ist eine orthogonale Matrix. wahr
3 6
5. | Es seien @) eine orthogonale Matrix und @ | 6 | = | 0 | Geben Sie |b| an. 5
—4 b

6. | Fiir jede orthogonale Matrix @ gilt koo (Q) = 1, wobei k() die Konditionszahl bzgl. der Maxi- | falsch
mumnorm ist.

7. | Die Inverse einer Householder-Transformationen ist eine Householder-Transformation. wahr
8. | Jede einzelne Householder-Transformation ist symmetrisch und orthogonal. wahr
9. | Die Householder-Methode zur Bestimmung der (QR-Zerlegung ist immer stabil. wahr

10.| Es seien v € R™ mit v # 0 und Q, = I — 22%: eine Householder-Transformation. Geben Sie « € R | -1
an, so dass Q, v = a v gilt.

VF-4: Es seien A € R™*™, mit Rang(A) = n < m, und b € R™. Weiter seien ) € R"™*™ eine orthogonale

R

Matrix und R € R™*" eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = R = (0 mit R € R™*" gilt. Ferner seien

z* € R" die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems z* = argmin,cpn» [|[Az — b2 und © € [07 %)
der Winkel zwischen A x* und b.

1. | Die Matrix R ist orthogonal. falsch
2. | Die Matrix R kann man iiber Gauk-Elimination mit Pivotisierung bestimmen. falsch
3. | Je kleiner der Winkel ©, desto besser ist die Kondition des linearen Ausgleichsproblems. wahr
4. | Es gilt sin® = W wahr
1 2
5. |Esselenm=3,n=1,A=|1]| und b= | 6 |. Bestimmen Sie ||Az* — b||2. 3
0 1
6. |Essei LDLT = AT A die Cholesky-Zerlegung von AT A. Dann gilt 2* = L7 D=1 L1 AT b. wahr

7. | Die Gaufs-Newton Methode zur Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems kann man als Fix- | wahr
punktiteration darstellen.

8. | Bei der Gaufs-Newton Methode zur Lésung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems ist die Konver- | falsch
genzordnung in der Regel zwei.

9. | Eine geeignete Wahl des skalaren Parameters p im Levenberg-Marquardt-Verfahren kann die Kon- | falsch
vergenzordnung der Methode erhShen.

2 0
10.| Es selen m=3,n =2, A= |0 1 |.Bestimmen Sie ||R||2. 2
01
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VF-5: Es seien @ : R” — R™ zweimal stetig differenzierbar und z* so, dass ®(x*) = x* gilt. Fiir zp € R™ wird
die Fixpunktiteration x4 = ®(zx), k = 0,1,2,... definiert. Weiter sei ®'(z) die Ableitung (Jacobi-Matrix)
von ¢ an der Stelle z.

Weiterhin sei f : R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von z* und es gelte f(z*) =0
sowie f’(x*) regulér.

1. | Es sei n = 1. Falls ®'(z*) = 0, ®”(a*) # 0, ist die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration 2. wahr

2. | Falls die Fixpunktiteration konvergiert, so gilt ||®’(z*)|e < 1. falsch

3. |Esseilenn =1 und ®(z) = %xg — %x. Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind | falsch
fiir ® auf dem Intervall [0, 1] erfiillt.

Es sei n =1, ®(x) = 2cos(7). Die Fixpunktiteration konvergiert fiir jeden Startwert zo € R. wahr

Es sei n = 1, ®(x) = 22 + 22 — 6. Geben Sie den eindeutigen positiven Fixpunkt von ® an. 2

Die Newton-Methode zur Bestimmung der Losung 2* von f(x) = 0 ist lokal quadratisch konvergent. | wahr

NS |-

Eine Dampfungsstrategie beim Newton-Verfahren dient dazu, den Einzugsbereich der Methode zu | wahr
vergrofern.

8. | Wenn das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Losung z* von f(z) = 0 konvergiert, dann gilt | wahr
fiir gentigend grofe k-Werte : ||zx — 2*|| = ||zx — Tr11]|-

9. | Es sei n = 1. Die Sekantenmethode zur Bestimmung der Nullstelle * von f konvergiert nur dann, | falsch
wenn die Startwerte xg, 1 dieser Methode so gewahlt werden, dass f(zg)f(z1) < 0 gilt.

10. | Es seien n = 1 und f'(z*) # 0. Weiter sei ®(z) := z — ;,((fc)). Bestimmen Sie ®'(x*). 0

VF-6: Es seien f : R — R und P(f]|xo,...,2,) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten

(o, f(20))s- - (Tn, f(zy)) mit @ = g < ... < z, = b. Weiterhin seien §,, der fiihrende Koeffizient dieses

Polynoms und [z, ...,z,] f die dividierte Differenz der Ordnung n von f.

L | Essei fjn(z) = s 77, 0 < j < n. Dann gilt f(z) = di—o f(x)n(2) fiir alle 2 € R. falsch

2. | Esgilt P(f|xo,...,2,) " (x) = n!ld,. wahr

3. | Das Verfahren von Neville-Aitken ist eine effiziente Methode zur Bestimmung des Wertes | wahr
P(f|zo,...,zn)(z) an einer vorgegebenen Stelle .

4. | Es gilt max,ejqp) [P(f |70, ..., 20)(x) — f(2)] < max,ejq [P(f 7o, .. Tno1)(x) — f(2)]. falsch

5. | Sei f(z) = 323 — 2. Bestimmen Sie den Wert [z, 21, T2, 73] f- 3

Es sei f € C*]a,b]. Das Integral I(f) = ff f(z) dx soll numerisch durch eine Quadraturformel

In(f) = (b—a) X1 gw;f(z;) mit @ < 29 < ... <z, < b approximiert werden. Weiter sei I7,(f) die aus
I (f) konstruierte summierte Quadraturformel auf den Teilintervallen [t;_1,¢;], j = 1,...,n, mit t; = a + jh,
j=0,1,...,nund h = &=2,

n

6. | Der Exaktheitsgrad der summierten Quadraturformel I7 (f) ist grofser als der von I, (f). falsch

7. | Bs seien INC(f) und IS(f) die Newton-Cotes-Formel und die Formel der Gauk-Quadratur. Fiir | wahr
m > 1 gilt, dass der Exaktheitsgrad von INY(f) strikt kleiner ist als der von IS (f).

8. | Es sei I1(f) die Simpsonregel. Fiir die summierte Simpsonregel I3 gilt [I2(f) — I(f)| < ch®, wobei | falsch
die Konstante ¢ nicht von n abhangt.

9. | Es sei I,,(f) die Newton-Cotes-Formel. Es gilt: I (f) = I(f) falls f ein Polynom vom Grad n ist. | falsch

10.| Es seien a = 0, b = 2 und I;(f) die Trapezregel. Berechnen Sie I?(x? + 1). 7
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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Zu beliebigem « € R ist die Matrix

8 4 10
A= 4 o -1
2

gegeben.

a) Bestimmen Sie die LR—Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung. Geben Sie L, R und die Permutations-
matrix P explizit an.

Es seien nun

10 0 0 2 4 4 0 2
= 3100 ~ 01 10 6
L= 201 0)° R= 00 3 1|’ b= 7
01 0 1 00 0 1 0
Dabei sind L und R die Matrizen der LR-Zerlegung von B, d.h. B = LR.

b) Losen Sie das Gleichungssystem Bz = b mittels Vorwérts- und Riickwértseinsetzen.

8 4 10 8 4 10
a) T
A= 4 a -1 ]w]| LE]la-2 -6
2 -1 3 1—g =2
1. Fall: |a — 2| > 2, i.e. a ¢ (0,4)
8 4 10 8 4 10
| 3 la=2 —6 —| 3|a-2 -6
1 12 1 8+2a
i 5a | 2t35 i 7a | 35e
1 0 0 8 4 10 1 00
:L:%lO,R—Oa—Q—G P=|(010
2 8+2a
i 79 | 0o 0 5= 00 1
2. Fall: |a — 2| < 2, ie. a€(0,4)
Pivotisierung nach dem ersten Schritt:
8 4 10 8§ 4 10
ila-2 -6 i 2] d-a
1 0 0 8 4 10 100
L= 025 1 0], R=|0 -2 -2 , P=10 0 1|,
05 1-05a 1 0 0 —4d-« 0 1 0
(4)
b) Es gilt .o
Bx=b& LRx =0
Vorwirtseinsetzen (substituiere Rz =y und lése Ly = b):
10 00 2 2
3100 |6 = 0
2 01 0|Y |7 Y= s
01 01 0 0
Riickwiértseinsetzen (mache im Anschluss die Substitution riickgéngig):
2 4 40 2 1
01 10 10 e -1
003 1|" |3 S S
0 0 0 1 0 0
(2)
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Aufgabe 2 (5 Punkte)
Die Funktion y(t) := assin(¢)+ 8 cos(t) — 1 soll im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate optimal an folgende Messwerte
angepasst werden:

Bestimmen Sie die Parameter « und  optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate:

a) Formulieren Sie dazu das entsprechende lineare Ausgleichsproblem ||Ax — b||2 — min. Geben Sie A, z und b
explizit an.

Wir betrachten nun das Ausgleichsproblem || Bz — ¢|2 — minger mit

3 7
B = 4 1, c= 11
—12 —13

b) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mit Hilfe von Givens-Rotationen. Wie grof ist das Residuum?
Hinweis: Householder-Transformationen oder der Ansatz {iber Normalengleichungen werden mit 0 Punkten
bewertet.

Teil a)
Die Zeilen des Ausgleichsproblems haben die Form A;. = (sin(ti) COS(ti)) , b=y +1.
Gesucht ist also ein z* = argmingcp [|[Az — bl|2, z = (a, 8)7 und

1 3
0 und b=15
-1 4

A:

O = O

(1)
Teil b)
Das System wird mit Givens—Rotationen auf Dreiecksgestalt gebracht.
Der Eintrag (2,1) wird eliminiert:

3 4
r:\/32—|—42:5wc:3, s=¢
3 | 7 5 | 13
4 ] 11 ] —|o | 1
—12 | -13 ~12 | -13
Der Eintrag (3,1) wird eliminiert:
5 12
T 52 4+ (—12) 3~ e 130 5 13
5 | 13 13 | 17
o | 1 |—1(0 | 1
—12 | -13 0| 7
Daraus erhalten wir 17
Bz =17 < "= 3= 1.3077.

Fir das Residuum erhalten wir

res = ||[Ba* — ¢|la = /12 + 72 = v/50 = 7.0711.
(4)
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(Februar 2000: Aufgabe 4: Nullstellen von Systemen: Fixpunkt/Newton,) )
2011: Aufgabe 2:, in der Form als weitere typische Klausur(rechen)aufgabe in den Ubungen seit mehreren Jahren
Aufgabe 3 (9 Punkte)

Gegeben sei die Funktion L (% e~ + In(z + 1))
s(e”e Y +In(z
Flz,y) = /. z
(@9) (é (Sm (3) + (- gf))

a) Zeigen Sie: In [0, 1] x [0, 2] hat F' genau einen Fixpunkt. (Verwenden Sie die || - ||;-Norm).

b) Wieviele Iterationen sind, ausgehend vom Startwert (0,0)7, mit dem Fixpunktverfahren héchstens erforderlich,
um bezliglich der 1-Norm eine Genauigkeit von € = 0.01 zu erreichen? Geben Sie einen mdoglichst kleinen Wert
an.

Hinweis: Sollten Sie in a) keine Kontraktionszahl L gefunden haben, verwenden Sie im Folgenden die 1-Norm

und L = E.
3

c¢) Geben Sie fiir die zweite Iterierte der Fixpunktiteration eine a-posteriori Fehlerabschétzung an.

. 2
L(sin(3)+ w-9)7) Leos(z) | 4—1

zu a)

Selbstabbildung:

Anders als in R gibt es flir Funktionen auf R™ keine Monotonie. Folglich reicht es nicht aus, irgendwelche Punkte
einzusetzen. Es miissen also alle einzelnen Komponenten nach oben und unten abgeschétzt werden. (hier sind alle
Faktoren und Summanden positiv)

ze(0,1] = e*€lleCL3], In(@+1)e[0,In2 0,1, sin (g) € {o,sm (1)} C {07 1}

2 2

Und somit

C [0,4]

0= (1-040) < Fi(ey) <

[

6
1 1/1 9
028(O+0)§F2(x’y)§8(2+22> =—<2

Insgesamt wird also D durch F sicher in D abgebildet.

kontraktiv:

D ist konvex und F ist stetig differenzierbar. Wir diirfen die Kontraktivitit also durch Abschétzung einer Norm
auf D nachweisen.

Hier miissen alle einzelnen Komponenten betragsméfig nach oben abgeschiitzt werden. | |. heift, dass wir von jeder
Komponente den Betrag nehmen, < . heifft, dass wir komponentenweise vergleichen; auf D gilt dann (hier brauchen
wir noch |cos(.)] <1 und |y/4 —1/10] < 2/5):

l(e 1) & 0.619714 0.453047 2
4 <. 6 6 = : : 4 < € mp—y <09 :=
[F' (2, y)|. < < 116 §> ( 0.0625 0.4 ) = || F'(x,y)]1 5 + 5= 0.853047 <0.9:=L

Zudem ist D = [0,1] x [0, 2] vollstindig. Also sind alle Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt und
somit folgt, dass es in D genau einen Fixpunkt gibt.
(5)

zu b)

0 0.166667 0.166667
Xg = <0) — x1 = F(x¢) = ( 0.02 ) — X1 —Xg = ( 0.02 ) — ||x1 — xo||1 = 0.186667

Die a-priori Abschétzung ergibt dann

I ’ 1n( e(1—L) ) In (0.01(14).9))
n ! Txi—xollx 0.186667 . e
x|y < —xolli<e & n> - :49.6...(53.6...f sz).
(Ixn =7l <) 7= 1ol < € " T (0.9) TS
und somit reichen 50 Iterationen aus (hdchstens 50), um die geforderte Genauigkeit zu erzielen. (2)
Zu ¢)
0.218686 0.0520198
*y = F(x1) = (0.0284546) X2 X = (0.00845461) = IPe2 =3l = 0.0604744

Damit erhalten wir als a-posteriori Fehlerabschitzung

0.9
1-0.9

[[x2 — x*[|1 < [x2 — x1][1 =

L
S1-71 0.0604744 =9 - 0.0604744 = 0.544269 < 0.55 (0.58351 fir L = g) .

(2)
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Aufgabe 4 (5 Punkte)
Fiir die Funktion F ist eine Wertetabelle gegeben

Der Funktionswert F'(—0.75) soll mithilfe eines Polynoms zweiten Grades moglichst gut angen&hert werden.

1. Wihlen Sie geeignete Stiitzstellen fiir diese Annédherung. Begriinden Sie Thre Antwort.

2. Berechnen Sie zu den in a) bestimmten Stiitzstellen den entsprechenden Niherungswert mit dem Neville-
Aitken-Schema. Sollten Sie keine Stiitzstellen bestimmt haben, verwenden Sie 2o = —1, 1 = 0 und x5 = 1.

3. Geben Sie eine moglichst gute Fehlerabschéitzung fiir den in Aufgabenteil b) berechnteten Naherungswert an.

Hinweis: Fiir alle n > 2 und alle z € [-3, 3] gilt: |[F(™(z)| < %

Teil a) Fiir das Polynom p, miissen wir 3 Tabellenwerte benutzen, da wir ein Interpolationspolynom vom Grad 2
konstruieren.

Der Knotenpolynom-Anteil in der Fehlerformel soll minimiert werden.

Die Wahl g = —2, z; = —1 und x5 = 0 ergibt: [(=0.75 — (=2)) - (=0.75 — (=1)) - (=0.75 — 0)| = £2.

Die Wahl zy = —1, ;1 = 0 und 23 = 1 ergibt: |(—0.75 — (—1)) - (=0.75 — 0) - (—0.75 — 1)| = Z.

Der Knotenpolynom-Anteil in der Fehlerformel wird also durch die Wahl o = —2, 1 = —1 und z2 = 0 minimiert.
: (1)
Teil b) Tableau:
x| Pio P P;o
-2115
N 3.5—1.5
—1]|35 — 35+ 4:(42)(_0'75 —(-1)) =4
N , \
0] 3 — 3+72H(-075-0)=3375 — 3375+ P51 (-0.75 - 0) = 3.6094
N ~ 253575
1|0 — 0+ 9=3(-0.75—1) = 5.25 — 525+ 22330 (—0.75 — 1) = 3.6094
Also F(—0.75) = p2(—0.75) = 3.6094 (2)

Teil c¢) Die Fehlerformel lautet:

1
|F(—0.75) — p2(—0.75)| < = max |f®(z)]-
3! T€[z0,22]

(—075 — xo)(—075 — .731)(—075 — $2)|

Mit dem Hinweis folgt:

1 32-1 15 5

b L2 = = 0.15625.
6 2 a3z 190
2

(bzw. |F(=0.75) — pa(—0.75)] < & . 321 2L — T — () 21875) (2)
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Aufgabe 5 (5 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f(x) := exp(cos(z?)).

Gesucht ist eine numerische Approximation des Integrals f_ll f(z)dx.

a) Zeichnen Sie die Fliche, die mithilfe der summierten Mittelpunktsregel mit n = 4 Unterteilungen gerech-
net wird, in die Abbildung (s.u.) ein. Tragen Sie die numerischen Werte der Stellen, an denen f ausgewertet
werden muss, in die Skizze ein.

b) Bestimmen Sie fiir die summierte Trapezregel eine geeignete Anzahl an Teilintervallen n, so dass der
Quadraturfehler héchstens € = 0.4 betragt.
Hinweis: Fiir z € [-1,1] gilt: |f/(2)| <4, |f®(z)] <6, |f®)(2)] <30 und [P (z)| < 120.

c¢) Fiihren Sie die Berechnung der summierten Trapezregel fiir n = 4 Teilintervallen durch.

Teil a) f wird an den Punkten —0.75, —0.25, 0.25 und 0.75 ausgewertet.

)
<3

iy
an

(2)

raly

, 3¢
)

/

Teil b)
Mit der Fehlerformel der summierten Trapezregel gilt:

1 3
b—a b—a)3 1
T(h) — de| < —= . h2. (2) = L (2)
7 - [ pGeyan| < P50 n e 110 = O e 10
Hinweis & 1 !
2.2 6<
SEETI A
Nach n umgeformt ergibt dies:
4 4
>/ —=4/—=31...
"= \/; V04
Also werden n = 4 Teilintervalle bendtigt. (2)

Teil c)

1= 3 (310 + 1205+ 70 + 709+ 111)) = 1.8525

(1)



