IGPM RWTH-Aachen Numerik MB H20

Aufgabe 1 (241414141 = 6 Punkte)
Es sei A € R eine Konstante, sowie

4 0 2
A=1122 1 6A+1
0 2X 2X\+1

la) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung ohne Pivotisierung von A und geben Sie ). R;; an.

B |[c|[p|E[F|c| H I
SR | 6 |34+5x[ A0 —1]3]2]1+4r]-5A

LR-Zerlegung:

4 0 2 4 0 2 4 0 2
120 1 6A41 Gaugs 3n] 1 1 Gaugs 3] 1 1
0 2\ 22+1 0 |2\ 20+1 0 2x]1
also
1 0 0 4 0 2
L=(3x 1 of, R=[0 11 — Y _ Rii=6.
0 2\ 1 00 1 i
Es seien nun
i 1 0 0 i 09 0.1 0.1
L=1025 1 0|, R=[0 -043 038
0.5 081 1 0 0  —0.06

Dabei sind L und R die Matrizen der LR-Zerlegung von B, d.h. B = LR.
1b) Berechnen Sie det(B) in zweistelliger Gleitpunktarithmetik.

A B C D E F |G| H|I J
det(B) | 0.023 | 0.043 | 0.0432 | 0.02 | 0.04 | 0.2 | 3 | 0.4 | 1.5 | 0.026

Es gilt
det(B) = det(L R) = det(L) - det(R) =1-(0.9-0.43 - 0.06) = 0.39 - 0.06 = 0.023.

Es seien nun

) 1 0 0\ (16 a+4 —4 100 0
L=1|o 1 o|,R=10 2a 8 |, P=100 1|,b=[-4a
/2 —-1/2 1 0 0 a+4 010 18

mit & € R. Dabei sind L, R und P die Matrizen der LR-Zerlegung von C, d.h. PC = LR. Wir 16sen das Glei-
chungssystem Cxz = b mittels Vorwérts- und Riickwartseinsetzen.

1c) Fiir welche o € R ist Cx = b nicht oder nicht eindeutig losbar?

A B C|D|E F G H| I |J
a|l—4und0|3und0| 2|50 —4undl|1lund2| 8 | —4

Fiir o € {—4,0} ist C nicht invertierbar, det(C) = det(R) = 16 - 2 - (o + 4).

1d) Bestimmen Sie mittels Vorwértseinsetzen ys3, wobei ﬁy = Pb gilt.

A B C |D E F |G H 1 J
y3 | 9—4da | —4a—16 | =32 |12 |8a—48 | ~da | 1 |4a—32 | —8a—4 | —16«




Vorwartseinsetzen:

A 1 0o 0| 0 Y1 0
Ly=Pb — o 1 0 | 18 l—> g | = 18
1/2 -1/2 1 | -4« Y3 —4a+9

le) Eine andere rechte Seite fiihrt auf y = (0, —32, —4 o — 16)7 Bestimmen Sie mittels Riickwirtseinsetzen >, |z;|,
wobei Rz = y gilt. Dabei nehmen wir an, dass C' invertierbar ist.

A|B|C|D]|E|F|G|H I J
Yulel |5 -5 -2 —4|3a|3]|1|8|—-a—-1|—-6«

Riickwértseinsetzen (o +4 # 0 und 2 # 0):

) 16 a+4 -4 | 0 21 1
Rr=y — |0 2a 8 | —32 T—m: 2| = 0
0 0 a+4 | -4a-16 T3 —4
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Aufgabe 2 (1+1+2 = 4 Punkte)
Wir betrachten das lineare Ausgleichsproblem

Az — bl|; = min Ay —b
|4z = b]l> = min || Ay — bll2

fiir eine Matrix A € R**2 und Daten b = (0,2,0,2)7 € R*. Von der Matrix sei die Q R-Zerlegung A = Q R bekannt
mit

10 0 1 4 3
1]o1 1 o 01
Q_ﬁo1—1 o | mdE=14
10 0 -1 00

2a) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem mithilfe der Q R-Zerlegung. Geben Sie x; an.

A B C D|E| F |G H I1(J
m |- | -8 83| V22| -V2|1]4
Berechne
2 b
1 2 1
QTh=— = .
V2| 2 by

Lose anschlieRend Rz = by, also

6)=ul) = =uls)

2b) Geben Sie die Norm des Residuums ||Az — b||2 an.

A|B|C| D |E| F | G
Az —blla [ 2 ] 1 ]9 [2V3 [ V2]3vV2|2v2|2V6|0

Das Residuum ist durch ||b2||2 = 2 gegeben.

Wir betrachten nun das Ausgleichsproblem z* = argmin, g [|[Bx — ¢||2 mit

24 —58
B = 0|, c= —6
-10 —4

Die Lésung ist z* = —2.

2c) Wie grofs darf der absolute Fehler ||¢ — ¢||2 von ¢ hochstens sein, damit der relative Fehler in z, ebenfalls
gemessen in der || - ||2-Norm, nicht grofer als 3 Prozent ist?

A|B|C|D|E|F |G|H|TI]|]J
lé—cllo< | 156 [ 2.6 | =1 | 1.6 1.2|245|15(1 |04 035

Die Formeln stehen in der Formelsammlung.
Hier ist (0 # x € R) ||Bz||/||z| = |z|[|(24, 0, —10)T||/|z| = ||(24, 0, —10)T||, also k2(B) = 1. Weiter ist || Bz*|2 =
52 und wir erhalten (B) 7 ¢ (B) ) '
R2 C — Cl||2 K2 - ~ '
= - = —|l¢ - < 0.03.
COS(@) HC”2 HBx*H2||C C||2 52HC C||2 >

Also muss gelten
|¢ — c|l2 < 1.56.



IGPM RWTH-Aachen Numerik MB H20

Aufgabe 3 (1414241414142 = 9 Punkte)
Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleichung

(x> _ <1+§x(2—x)y(2—y)> . Floy) = Fx).

) é(4+xfy)

Zeigen Sie: Fiir D = [0.2,1.8] x [0.2,1.8] gilt F(D) € D = I, x I,,. Bestimmen Sie ein méglichst kleines D.
3a) Geben Sie I, an

A B C D E F G H I J
I, | [1.0648,1.5] | [1.0324,1.25] | [1,1] | [1.05,1.5] | [1.2,1.8] | [1,1.5] | [1.1,1.25] | [1.25,2] | [1.3,1.7] | [1.2,1.5]

3b) Geben Sie I, an

A B C D E F G H I J
I, | [0.3,0.7] | [0.6,1.4] | [0.2,1] | [0.2,2] | [0.3,0.8] | [0.2,0.7] | [0.2,0.5] | [0.6,2] | [0.3,0.9] | [0.2,1.4]

Wegen (z,y) € [0.2,1.8]? gilt (2 —x) € [0.2-1.8,1] = [0.36,1] und y (2 — y) € [0.36,1] (Parabeln der Form
(x — x0) (x — 1) haben ihr Extremum an der Stelle (zo + 21)/2) sowie z —y € [0.2 — 1.8,1.8 — 0.2] = [-1.6,1.6].
Daraus folgt
0.362 1— 1-— 12
< Rz =1+ 2070817y 1+5 =15
1 1
(44 (-1.6)) < Fy(z,y) = 3 A+z—y) < 3 (4+1.6) =0.7.

1.0648 =1+

_!
8

Insgesamt gilt also F'(D) C E = F ist selbstabbildend auf C D.

0.3

3c) D ist konvex und F ist stetig differenzierbar. Wir diirfen die Kontraktivitét also durch Abschétzung einer Norm
von F’ auf D nachweisen. Bestimmen Sie eine moglichst kleine Kontraktionszahl L, indem Sie in der Jacobi-Matrix
alle einzelnen Komponenten, die nur von = bzw. y abhéngen betragsméfig nach oben abschétzen. Verwenden Sie
die 1-Norm.

A B C D E F |G H I J
L |0.925 | 0.65 | 0.6195 | 0.825 | 0.625 | 0.4 | 0.9 | 0.95 | 0.85 | 0.8

Als Jacobi-Matrix ergibt sich
y2-y)(l-z) z2-2)(1-y)
F'(w,y) = < . :
8

Wegen (z,y) € D = [0.2,1.8]? gilt (s.0.) (2 —2) € [0.36,1] und y (2 — y) € [0.36,1] sowie 1 — x € [-0.8,0.8] und

1—y € [—0.8,0.8] so dass wir durch elementweise Betragsabschitzung (zuléssig in der || - ||1- und || - ||co-Norm, nicht
jedoch in der || - [|2-Norm) erhalten:
, 0.8 0.8 ,
e < (0 )| = Il
8 8

1

(Hier konnen wir nur die 1-Norm verwenden, denn ||F},,.llcc = 1.6 ). Es ist ||F),,./l1 = 0.925 =: L; d.h. F ist
kontraktiv auf D.

3d) Berechnen Sie ausgehend vom Startwert x° = (1,1)7 die ersten beiden Iterierten x' und x? und dann damit
[ — x|

A B C D E F G H I J
[x2 — x!||; | 0.34375 | 0.078125 | 0.39934 | 0.11205 | 0.18667 | 0.44280 | 0.70565 | 0.34655 | 0.1 | 0.25




o (1 Lo (15 o o1y (128125
x—(1>—>X—F(x)—(0.5>—>X—F(x)—<0.625

s 1 (—0.21875 T
- X —-x = < 0125 — ||x* —x"||; = 0.34375

x! = F(x% = (i’g) - x?=F(x') = (4;);22) - x?—x' = (‘17//52> — ||x* —x'||; = 11/32 = 0.34375

Zu einem anderen Startwert erhilt man ||x! —x°(|; = 0.9 und ||x% —x!||; = 0.33 bei einer Kontraktionszahl L = 0.7
in der 1-Norm.

3e) Geben Sie eine a-priori-Fehlerabschiitzung fiir x? unter Verwendung der || - ||;-Norm an.

A B C D E F G H I J
[x? —x*||; < | 1.47 | 0.765 | 0.39934 | 0.11205 | 0.18667 | 0.44280 | 0.70565 | 0.34655 | 0.1 | 0.25

Es ist [|x* — x%)|; = 0.9 sowie L = 0.7 und somit gem#f a-priori-Abschitzung

L? 0.7
2 x| < 1 L0y _ 09 =147 .
I =%l < =7 lIx" =%y = 755 - 0.9 =147
3f) Geben Sie eine a-posteriori-Fehlerabschiitzung fiir x> unter Verwendung der | - ||;-Norm an.
A B C D E F G H I J

[x2 —x*||1 < [ 0.77 | 0.375 | 0.39934 | 0.11205 | 0.18667 | 0.44280 | 0.70565 | 0.34655 | 0.1 | 0.25

Es ist ||x% — x!||; = 0.33 und somit gem#f a-posteriori-Abschiitzung

0.7

07 0.33 =0.77.

Ix* = x*[|; <

< = x =

3g) Wieviele Iterationen n sind fiir diesen Startwert mit dem Fixpunktverfahren hichstens erforderlich, um be-
ziiglich der 1-Norm eine Genauigkeit von € = 107° zu erreichen? Geben Sie einen mdglichst kleinen Wert an.

A/B|C|D|E|F|G|H|TI|]J
n |36 25|21 12|35 |24 |48 |42 |37 |19

Es gilt geméfs a-priori-Abschitzung

" 1 o 2 ! In ||6(117L°)|| In (%)
" x*| < — <ege=n> —X1 - : =35.3...
X' =xt s =g I =xh s e =nz — 7 0.7

Es sind also héchstens n = 36 Schritte erforderlich, um eine Genauigkeit von e = 107> zu erreichen.
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Aufgabe 4

(141414142 = 6 Punkte)

Gegeben sei die Funktion f : [0,4.5] — R,z +— f(z) = ze*/2. Wir mochten f mit einem Polynom vom Grad n
interpolieren. Betrachten Sie dazu folgendes Newton-Schema-Tableau:

Tr1 = 1 [l’l]f
N\

To =2 [zo]f  —  [z1,22]f
N\
h hY

Ty =4.5 | 42.6948 — [$3,$4]f — [$2,$3,$4]f

4a) Berechnen Sie [z1,z2]f.
A B C D E F G H I J
[x1, 2] f | 3.7878 | 7.5757 | 0.8244 | 1.6487 | 1.8939 | 5.3186 | 3.6433 | 2.7573 | 4.0155 | 9.4456

Betrachte folgendes Newton-Schema-Tableau:

ry =1 | 1.64872
pN
To =2 | 543666 — 3.78784
N\
3 =4 |29.5562 — 12.0598
pN pN
g =4.5]42.6948 — 26.2772 — 5.68696
4b) Berechnen Sie [za, 3, 24] f.
A B C D E F G H I J
[x2, x5, 24]f | 5.6870 | 11.374 | 3.0696 | 12.060 | 9.3571 | 7.6573 | 0.9179 | 6.5433 | 3.5122 | 1.5133

Siehe Losung zur a).

Betrachten Sie nun folgendes Newton-Tableau:

Go=—1]2
N\
z1=0 1 - -1
N\ pY
Io=112 —- 1 — 1
4c) Berechnen Sie den Wert P(f|Zg, &1, Z2)(1.5).
A B C |D| E F G H I J
P(f|Zo,&1,32)(1.5) = | 3.25 | =2.75 | =5 | 2 | 3.75 | 8.3333 | —1 | 1.3333 | —0.5 | 1.5

Fiir das Newton-Interpolations-Polynom gilt:

P(f|$0,

70 ) (%) = [0 f + (z — x0) [0, 71| f + (T — 20) (T — 21)[T0, T1, T2

+ ot (2 —x0). (@ — Tpe1) [0y oy TR S

Setzt man in diese Formel die vorgegebenen Werte ein, so erhélt man:

P(flzo, w1, 29) =2+ (2 = (=1)) - (1) + (2 = (=1))(z = 0) - 1

=1+ 22

Damit ergibt sich: P(f|zo,x1,22)(1.5) = 3.25.
4d) Fiir die 2-te Ableitung von f gilt f(z) = (1+ %) e*/2. Bestimmen Sie f3, := max,¢(o4 |f® (2)].



A B C|D E F G H I J
3= 192363 | 18.473 | 10 | 19 | 2.7183 | 5.4366 | 8.7589 | 17.632 | 11.385 | 21.649

max

Berechne die Ableitung mit der Produktregel:

I'(z) = (zexp(0.5x)) = exp(0.5z) + 0.5 - x exp(0.5x)
= f"(z) = 0.5exp(0.5z) + 0.5 - f'(x) = exp(0.5z) + 0.25 - z exp(0.5z)
= f"(z) = 0.25exp(0.5z) + 0.5 - f(x) = 0.25exp(0.5z) + 0.5(0.5 exp(0.5z) + 0.5f'(z))
= 0.5exp(0.5z) + 0.25(exp(0.5z) + 0.5 - z exp(0.5z))
= 0.75exp(0.5z) 4 0.125 - 2 exp(0.5z).

Beachte, dass f®) streng monoton steigend und positiv ist, also das Maximum bei z = 4 liegt. Daraus folgt
1/ ®]| a0 = 9.23632.

Hinweis: Fiir ein andere Funktion g gilt Hg(3)||Loo([1,4]) = Max,e(1 4) 19 ()| = 10.5.

4e) Schitzen Sie nun den Fehler erro, := max,cpy 41 |9(2) —P(g|1,2,4)(z)| unter Benutzung des Hinweises méglichst
gut ab.

A B C D E F G H I J
erreo | 3.6971 | 6.5139 | 2.9568 | 5.3013 | 0.2300 | 8.7573 | 1.0345 | 4.9812 | 1.5394 | 2.1126

Wir miiessen den Fehler:

maxxe[1,4]\9($) — P(glz1,22,23)(z)| = [lg — P(g]z1, 72, 73)|00

abschéitzen, weil x1, 22,23 € [1,4]. Aus der Vorlesung wissen wir, dass wir diesen Fehler folgendermafen unter
Kontrolle bekommen:

9P oo

lg = P(glar, x2, 23) [0 < maxyep gf(z —21)(z —x2)(z — 23)] 30

Aus dem Hinweis kennen wir bereits die Maximums-Norm von ¢®), also gilt % < 1.75. Es bleibt noch der
erste Term zum Abschétzen. Es gilt:
h(z) = (x — 1)(x —2)(x —4) = 2 — T2? + 142 — 8

hat bei %ﬁ sein Minimum in [1,4] mit h(%ﬁ) = —2.11261. Das ist der betragsméfig grofte Wert von i im
Intervall, also folgt:

llg — P(g|z1, z2, 23)]0o < 2.11261 - 1.75 = 3.69707.
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Aufgabe 5 (1414142 = 5 Punkte)
Es sei f € C*°([0,1]) gegeben. Wir mochten das Integral

1(f) = / f(2)dx

bis auf Genauigkeit € = 0.01 bestimmen.

Weiterhin sollen zur Bestimmung von I(f) moglichst wenige Funktionsauswertungen genutzt werden.

Hinweis: max,cpo17|f (y)| = 31.5, max,cpo17| fP (y)| = 454.0, max,cpo17| f® (y)| = 1532.5, max, (0,1 f @ ()| =
4350.0.

5a) Wie viele Unterteilungen n bendtigt man, um I(f) mit der summierten Mittelpunktsregel I} (f) auf ¢ genau
zu bestimmen?

A/B|C|D|E|F |G H|TI]|IJ
n=|44131|23]101 | 13| 11|66 |75 |34 |7

Fiir die Fehlerschranken bei der Mittelpunktsregel, Trapezregel und Simpsonregel gilt:

Regel nicht summiert summiert
. 3 z
Mittelpunkt }2—§||f(2)|\OO g—%Hf(Q)HOO
Trapez 'ffgllf(Q)Hoo %}Hfﬁ)lloo
Simpson segallf Dl | oigpllf Do

Entsprechend gilt: Fiir die summierte Mittelpunktsregel gilt:

h2
o7 454 < 0.01 & h? < 5.28634 - 10~*

220 < 0.022992 & % >43.4... also n =44,

5b) Wie viele Unterteilungen n benétigt man, um I(f) mit der summierten Trapezregel I7(f) auf ¢ genau zu
bestimmen?

A|/B|C|D|E|F|G|H|I
n= 624472111393 |16 |64 |10

Analog geht man fiir die summierte Trapezregel vor:
h2 2 —4 h>0 1
1 -454 < 0.01 & h” <2.64317- 107" < h < 0.0162578 < 7 >61.5... also n=062.

5¢c) Wie viele Unterteilungen n benotigt man, um I(f) mit der summierten Simpsonregel I3 (f) auf € genau zu
bestimmen?

Und ebenso fiir die summierte Simpsonregel:

4

1
5550 -4350 < 0.01 & h* < 6.62069 - 1073 222 1, < 0.285250 < W >35... also n=4.

5d) Es stehen die summierte Mittelpunktsregel I (f), summierte Trapezregel I7(f) und summierte Simpsonregel
I3( f)zur approximativen Berechnung von I(f) zur Verfiigung. Welche dieser Regeln I} (f) bendtigt unter Voraus-
setzung obiger Genauigkeit £ die wenigsten Funktionen-Auswertungen N von f und wie viele werden bendtigt?

L), N [ 13(f),9 | I3(f), 7 | 15(f),44 | IT(f),9 | IT'(f),2 | I (), 8 | I3'(f),3 | IT(f),22 | I§(f),23 | I5(f),5




Bei der summierten Mittelpunktsregel I7'(f) bendtigt man N = n Funktionsauswertungen (jeweils in der Mitte).
Bei der summierten Trapezrregel I7(f) bendtigt man N = n + 1 Funktionsauswertungen (im ersten Intervall zwei
und dann jeweils eine am rechten Rand).

Bei der summierten Simpson-Rregel I3 (f) bendtigt man N = 2n + 1 Funktionsauswertungen (im ersten Intervall
drei und dann jeweils zwei (in der Mitte und am rechten Rand).

Demnach benétigt man mit der summierten Mittelpunktsregel N = 44, mit der summierten Trapezregel N = 63
und mit der summierten Simpsonregel lediglich N = 9 Funktionenauswertungen. Also sollte man die summierte
Simpsonregel zum Bestimmen des Integrals I(f) benutzen.



