Institut fur Geometrie und Praktische Mathematik

Musterlosungen zur Klausur vom 23.2.1999
Aufgabe 1 (2+ 1+ 1+ 3 + 1 Punkte)

Gegeben sei das Problem der Auswertung der Funktion

1

Zur Losung des Problems sei der Algorithmus
(*) Y1 = 5U27 y2 := 1+, yz:= 1/?12; ys =1 —y3
gegeben.

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Kondition des Problems fiir alle z € R.

1 21 2 2
f(z) = Jlrj:_ = = 1 ;U_ e f(x) = 7(1 +22)2 (1 Punkt)
2 1 2 2

b) (1 Punkt) Ist das Problem gut konditioniert? Begriindung !
Ja, da ‘C’f (3:)‘ < 2 fir alle z € IR — dies ist eine moderate Schranke.

c) (1 Punkt) Gegeben sei der Eingabewert x, der mit einem relativen Fehler von 5 %
behaftet ist. Welcher relativer Fehler ist in der Ausgabe zu erwarten?

fz) — f(z)
f(z)

< 2-0.06 = 010 = 10%

~ |Cy(x)] -

T

d) (3 Punkte) Betrachten Sie den Algorithmus (x). Ist dieser Algorithmus stabil?
(Begriindung !) Geben Sie gegebenenfalls einen geeigneten Algorithmus an.

Algorithmus (x) : Fir |z| klein ist y3 =~ 1 . Daher tritt bei der Berechnung von vy
Ausléschung auf, was zu einem instabilen Algorithmus fiihrt. (1 Punkt)

Besserer Algorithmus : y; =22 ; ya=1+4+wy1 ; wys=2u1/ys iststabil. (2 Punkte)

e) (1 Punkt) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Kondition eines Problems und
der Stabilitat eines Algorithmus’ zur Losung dieses Problems?

Kein Zusammenhang! Die Kondition ist eine Eigenschaft des Problems, wahrend die
Stabilitat eine Eigenschaft des Algorithmus’ ist. Unbeschadet dessen hilft natiirlich auch
ein stabiler Algorithmus nicht viel bei einem schlecht konditionierten Problem.
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Aufgabe 2 (6 + 4 + 1 Punkte)
Gegeben seien folgende Stiitzstellen ¢; und Messwerte y;

t; | -7 -m/2 0 w/2 =«
yi | 4 1 0 1 4

Gesucht ist die Gerade y(t) = at?+bcos(t) + ¢ sin(t) so, dass die Summe der Fehlerquadrate
minimal wird.

a) (6 Punkte) Formulieren Sie das entsprechende Ausgleichsproblem, und geben Sie die
zugehorigen Normalgleichungen an.

™ -1 0 4
/4 0 -1 1 a
A= 0 1 0 b=10 z=|0b (2 Punkte)
72/4 0 1 1
™ -1 0 4
Das Ausgleichsproblem lautet nun ||[Az — b2 = min (1 Punkt).
Die Normalgleichungen lauten AT Az = AT b mit
17t —272 0 17/y 2
ATA=| —2722 3 0 ATh=1| -8 (3 Punkte)
0 0 2 0

b) (4 Punkte) Losen Sie die Normalgleichungen mittels L DLT-Zerlegung. Geben Sie die
Matrizen L und D explizit an (Rechnen Sie exakt, d.h. ohne Taschenrechner).

1
L = [ —16/(177?%)
0

D = diag(17/87r4, 19/177 2)

= o O

— D ly= 0 — = 0

0
1
0
17/2 w2 4/ 472
0 0

c) (1 Punkt) Welche Nachteile entstehen im Allgemeinen bei der Losung des Ausgleichs-
problems iiber die Normalgleichungen?

Die Normalgleichungen sind im Allgemeinen schlechter konditioniert, da sich die Kondition
quadriert.
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Aufgabe 3 (3 + 3 + 2 + 1 + 2 Punkte)

Die Funktion
B 1 — sin To B T
r@) = (VEIANR) a= e
besitze in D :=[0,1] x [0, 1] genau eine Nullstelle z*  (kein Beweis nétig).

a) (3 Punkte) Geben Sie die Iterationsfunktion ® des Newton—Verfahrens zur Bestimmung
von Naherungen der Nullstelle * von f explizit an.

J:=fl(z) = (1/(2\/1:_1) —cos(m2)> (2 Punkte)

2.7]1 2!132
Newton: lose J Az®) = —f(z®) G+ = 2®) L Az®) (1 Punkt)
(formal) O(x) = z—J ' f(x)

(oder z*F+1) = z®) _ =1 ¢ (k) )

b) (3 Punkte) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert x(°) = (1,7/2)T einen Schritt des
Newton—Verfahrens durch (Rechnen Sie exakt, d.h. ohne Taschenrechner)

OB (ﬂ%) — @) = (WQO/LI) (1 Punkt)
) = <1£2 0) (1 Punkt)

™

Az© :<_7?/4> INGY :<ﬁ}4> (1 Punkt)

c) (2 Punkte) Erldutern Sie die Funktionsweise des Newton—Verfahrens im eindimensiona-
len Fall anhand einer Skizze.

(™ ergibt sich als Schnittpunkt der x—Achse mit der Tangente an den Graphen der Funktion
f(x) im Punkte (z(©, f(2(©))

A

@ / e ©
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d) (1 Punkt) Welche Konvergenzordnung besitzt das Newton—Verfahren im Allgemeinen?
Ist die Konvergenz im Allgemeinen lokal oder global?

Im Allgemeinen (d.h., wenn die Jakobimatrix an der Losung nicht singuldr ist) liegt
lokal quadratische Konvergenz vor.

e) (2 Punkte) Erldutern Sie den Unterschied zwischen lokaler und globaler Konvergenz.

Man spricht von lokaler Konvergenz, wenn ein Verfahren (u.U. nur dann) konvergiert, wenn
der Startwert “gentigend” nahe bei der Losung liegt. (1 Punkt)
Man spricht von globaler Konvergenz, wenn ein Verfahren fur alle Startwerte aus dem Defi-
nitionsbereich der Funktion gegen die Losung konvergiert. (1 Punkt)
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Aufgabe 4 (2 + 2 + 4 + 2 Punkte)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(t)+ty'(t) +2 =0 fir te[0,1], y(0) =1, y'(0) =2.

a) (2 Punkte) Formen Sie die Differentialgleichung in ein System 1. Ordnung um und
bestimmen Sie die zugehorigen Anfangswerte.

yi(t) = y(t) = 9i(t):= y2(t) und w2(t) := ¥'(t) = yh(t) := —tys(t) — 2

= (10) seam= (L2 L) we (y)

Damit lautet das System 2'(t) = f(¢,2(t)) mit  2(0) = 2z (2 Punkte)

b) (2 Punkte) Losen Sie das resultierende Problem ndherungsweise mit dem expliziten
Euler—Verfahren zur Schrittweite h = 0.5 (Rechnen Sie exakt, d.h. ohne Taschenrechner).

Das Verfahren lautet 2z 1 = 2z + h f(tg, 2x)

'<032> = (?) (1 Punkt)
(_%i . 2) = (_51//24> (1 Punkt)

c) (4 Punkte) Losen Sie das resultierende Problem n&herungsweise mit dem impliziten
Euler—Verfahren zur Schrittweite h = 0.5 (Rechnen Sie exakt, d.h. ohne Taschenrechner).

I\ N

) [

I I
N DN =
N—

+ o+

N[ D=

Das Verfahren lautet 241 = 2k + h f(tgr1, 2x+1)

((1) _51/{12> 1= (;) - <(1)> = (i) = zn= <Z§> (2 Punkte)
(b )= (52) - () = (0) = == () epme

d) (2 Punkte) Geben Sie eine Naherung fiir y(1), y’(1) und y”(1) an, wobei Sie wahlweise
die Ergebnisse aus b) oder ¢) verwenden.

Ausb):  y(1)~5/2 y(1)~-1/4 y'(1)
Ausc):  y(1)~4/3  (1)~-2/15 3'(1)
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