Numerische Mathematik I fiir Ingenieure SS15
iiberarbeitete Verstindnisfragen — Klausur Friihjahr 2013

VF-1: Es seien zyn bzw. zyax die kleinste bzw. grofite (strikt) positive Zahl sowie eps die relative Maschi-
nengenauigkeit in der Menge M(b, m, r, R) der Maschinenzahlen gemifl Vorlesung/Buch und

D := [—zmax, —zmin] U [omiN, 2vax]. Ferner beschreibe fl : D — M(b, m,r, R) die Standardrundung. Alle
Zahlen sind im Dezimalsystem angegeben.

1. | In M(3,3,-5,3) gilt 2pax = 26.

2. | Geben Sie zyax fiir M(3,3, -5, 3) an.

Die Zahl 0.1 ist in M(2, 32, —99,99) exakt darstellbar.

Fiir alle z € D gilt |fi(z) — x| < eps|z|.

In M(100, 4, —99, 99) gilt eps = 5 - 1075,

In M(100,4,—99,99) gilt eps = 5 - 10P. Geben Sie p an.

Geben Sie die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 10 in M(2, 8, —8,8) an.
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Geben Sie die nicht-normalisierte Darstellung der Zahl 10 in M(3, 8, —8,8) an.

VF-2: Gegeben sei die Funktion f : R — R definiert durch f(z,y) = ye* a*, (Der relative Fehler der Eingabe
wird beztiglich der 1-Norm gemessen.)

1. | Die relative Konditionszahl ist k. = 1 + 8 z2.

Die relative Konditionszahl ist f,e, = max{1,8z?}.

Das Problem ist schlecht konditioniert fiir |y| — oco.

Nur fiir gut konditionierte Probleme gibt es auch stabile Algorithmen.
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Berechnen Sie k,¢(0.5,0.5) fiir die Funktion f(x,y) = y2e®.

VF-3: Mit A, L, R, P,D € R"*™ seien R bzw. L eine rechte obere bzw. normierte linke untere Dreiecksmatrix,
P eine Permutationsmatrix und D eine regulidre Diagonalmatrix.

1. | Ist A regulér, so existiert stets eine L R—Zerlegung mit Permutationsmatrix P, so dass PA= LR
gilt.

2. | Ist A regulir, so existiert stets eine L R—Zerlegung mit Permutationsmatrix P,sodass PD A= LR
gilt.

3.|Aus PD A = LR folgt, dass A genau dann positiv definit ist, wenn A symmetrisch ist und alle
Diagonalelemente von D positiv sind.

4. | Beschreibt die Diagonalmatrix D eine Zeilenédquilibrierung, so folgt aus B := D A die Ungleichung
Koo(B) > Koo(A) fiir die Konditionszahlen von A und B beziiglich der || - ||oo-Norm.
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5. | Berechnen Sie || A||o fiir A =
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VF-4: Esseien A, B € R"*™ symmetrisch positiv definite Matrizen.

1. | A+ B ist immer symmetrisch positiv definit.

A - B ist immer symmetrisch positiv definit.
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3. | Wenn x Eigenvektor von A ist, dann ist = auch Eigenvektor von A~1.
4

Das Cholesky-Verfahren zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung von A ist auch ohne Pivotisierung
stabil.

5. | Geben Sie den grofiten Eigenwert von A = an.




VF-5: Essei A € R"™" und @ R = A eine @) R-Zerlegung von A. Weiter seien b € R” und = € R".

.|l Az=bs Rx=QTb

ko(A) = ka(R)

2
3. | Zur Losung von A x = b iiber die Q) R-Zerlegung muss () explizit bestimmt werden.
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Es sei zusitzlich B € R™*™ und Qg Rp = B eine Q R-Zerlegung von B. Dann ist (Q Qp) (R Rp)
eine QQ R-Zerlegung von A B.
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5. | Fir welche « ist die Matrix @ = vz o V2 orthogonal?
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VF-6: Nicht im SS15 Fiir A € R™*" betrachten wir das lineare Ausgleichsproblem: bestimme x* mit
minimaler 2-Norm so, dass ||Az* — b||s = mingegrn || Az — b||2.

1. |Es sei A =UXVT eine Singulidrwertzerlegung von A.
Fiir die Pseudoinverse AT gilt AT = VX+tUT.

2. | Es seien oy der grofite und o, der kleinste (positive) Singuldrwert von A.
Dann gilt: |All2 = 01/0,-.

3. | Die Losung x* des linearen Ausgleichsproblems mit minimaler 2-Norm ist immer eindeutig.

4. | Es seien Q1 € R™*™ und Q2 € R™*™ orthogonale Matrizen. Dann haben A und @1 A Q5 die selben
Singularwerte.

5. | Es seien A = und b = . Bestimmen Sie z*.

VF-7: Esseien 0 < a € Rund ® : R — R gegeben durch ®(z) = /24 a/(2x).

1. | z* = y/a ist ein Fixpunkt von ®.

2. | Das Fixpunktiteration z;;1 := ®(x;) konvergiert fiir alle Startwerte ¢ > 0 quadratisch gegen +/a.

3. | Die Fixpunktiteration z;11 := ®(z;) konvergiert nur, falls 2y hinreichend nahe am Fixpunkt
gewéhlt wird.

4. | Die Fixpunktiteration ;1 := ®(2;) konvergiert fiir alle 2o > y/a und die Folge {z;},  ist streng
monoton fallend.

5. | Bestimmen Sie x5 fiir a = 9 und zg = 4.

VF-8: Essei @ : R — R stetig differenzierbar, und fiir * € R gelte ®(z*) = 2* und |®'(z*)| < 1. Mit zy € R
wird die Fixpunktiteration a1 := ®(xy), £k =0,1,2,... definiert.

1. | Die Fixpunktiteration konvergiert stets, wenn |zo — z*| hinreichend klein ist.

2. | Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration kann gréfier als 2 sein.

3. | Das Fixpunktverfahren lisst sich stets auch als Newton-Verfahren fiir ein entsprechendes Nullstel-
lenproblem interpretieren.

4. | Falls ®'(2*) = 0 gilt, ist die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration gréBer als 1.

5. | Bestimmen Sie den positiven Fixpunkt z* von ®(z) = £ + 2.




VF-9: Nichtlineare Ausgleichsrechnung

1. | Wenn das GauB-Newton-Verfahren konvergiert, dann ist es lokal quadratisch konvergent.

2. | Ein lokales Minimum kann fiir die Gauf3-Newton-Methode absto3end sein.

3. | Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren ergibt sich in jedem Iterationsschritt stets ein eindeutig
l6sbares lineares Ausgleichsproblem.

4. | In der Praxis verwendet man das Levenberg-Marquardt-Verfahren, weil es fast immer schneller
konvergiert als das Gaufl-Newton-Verfahren.

5. | Fiir die Funktion f(f) = a' hat man Messwerte f(1) = 2 und f(2) = 4. Stellen Sie das zu-
gehorige nichtlineare Ausgleichsproblem und bestimmen Sie a; durch das Gau-Newton-Verfahren
mit Startwert ag = 2.

VF-10: Es sei II,, = {Z?:o ajz?|ag, ..., an € R} der Raum der Polynome vom Grade (hdchstens) n. Ferner

_ _(z—wo). (z—zy 1) (x—zj4a). (T—Tn)
(zj—mo)...(zj—2j—1)(@;—Tj41)...(T;—2Tn)’

Zo,- - ,%n) das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Daten (zq, f(x0)), - -, (Tn, f(2n))-

seien 1, (x) 0 < j < n die Lagrange-Fundamentalpolynome und P(f ‘

1. | ljn(z), 0 < j < n bilden eine Basis von II,,.

2. | Die Lagrange-Fundamentalpolynome zur Darstellung von P(f | Zo,...,Zn) sind gerade so kon-
struiert, dass gilt: [jn(z;) =055, ¢,5=0,...,n.

3. {ao, a1z, a02%, ..., a, x”} bildet fiir beliebige, nicht verschwindende Koeffizienten ag, a1, ..., a, €
R eine Basis von II,,.

4. | Fiir ein festes Z ist die Auswertung von P(f | 2o, ..., 2,)(Z) sowohl mittels Neville-Aitken-Schema,
als auch mittels Berechnung einer Newton-Darstellung und anschliefender Auswertung von der
Ordnung O(n).

5. | Selen n = 2, g = 7,21 = 3,29 = 1. Berechnen Sie lp(4).

VF-11: Es sei P(f|xo,...,2,) das Lagrange-Interpolationspolynom
zu den Daten (xq, f(x0)),- .-, (@n, f(z,)) mit xg < ... < zp.

1. | P(¥|xo,...,2,) = U fiir alle Polynome W.

2. | Fiir beliebige f ist P(f|xo,...,zn)(zi) = f(z;) fuir i =0,1,...,n.

3. | Fiir geniigend oft stetig differenzierbare Funktionen f gilt: P(f|xo,...,zn)(x) = f(x) fiir alle
x € [xo, T

4. | Der Fehler maxye(azg,2,] |P(flzo, ..., 2n)(x) — f(x)| wird mit wachsendem n immer kleiner.

5. | Es seien f(z¢) =1, f(x1) = 2. Berechnen Sie P(f|zo,z1)(25%).

VF-12: Essei f € Cla,b]. Das Integral I(f) = f; f(z) dz soll numerisch durch geeignete Quadraturformeln
approximiert werden.

1. | Der Fehler der Mittelpunktsregel ist stets genau halb so groff wie der Fehler der Trapezregel.

2. | Die Mittelpunktsregel ist stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < 2 ist.

Die summierte Mittelpunktsregel ist stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < 2 ist.

Geben Sie den Exaktheitsgrad der summierten Simpsonregel an.

Die Simpsonregel ist stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < 3 ist.
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Berechnen Sie eine Approximation von folo 22 mit Hilfe der Mittelpunktsregel.




