Aufgabe 2.18

Definition:

Eine Abbildung || - || : R™ — [0, 00) heifit Norm, falls gilt:
1) ||[v]| > 0, ¥ v € R™ (Nichtnegativitéit)

2) |lv]] =0 < v =0 (Definitheit)

3) ||[Avl] = [A||jv]] YV v € R™, A € R (Homogenitét)

4) |lv+ w|| < ||v]| + Jw]| ¥ v,w € R™ (Dreiecksungleichung)

Bemerkung:
Eigentlich ist die erste Bedingung in der Definition iiberfliissig da ||-|| : R™ — [0,00) <= ||v|]| >0, Vv €
R™.

Zur Aufgabe:
i)

x — |z1]| ist keine Norm, denn die Definitheit ist verletzt.

Gegenbeispiel: Vektor v := ( (1) > # ( 8 ) aber |[v]| = 0] = 0.

ii)

x — 5|x1| + 2|z2| ist eine Norm. Beweis: sei v = ( ;Cl w = zl ) , AER.
2 2

1) Wegen 5|z1| > 0, 2|xa| >0, = 5|z1| + 2|z2| > 0 ist ||v]| >0, Vv € R™.

2)||lv|]] =0 <= 5lx1| +2|z2| =0 <= 5|z1|=0und 2|z3| =0 < z;=0und 22 =0 < v =0.
3) [|Av|| = 5|Ax1| 4 2|Az2| = 5|A||x1| + 2|A||x2] = |A|(B]z1] + 2]x2]) = |A]|jv]|. = Homogenitét erfiillt.
4) [[v 4+ w[| = 5|z1 + y1] + 2[wa + 2| < Sler| +5lya] + 2fza| + 2|ya| = ||v]| + [|w]].

iii)

x — max(4|z1], |x2|) ist eine Norm. Beweis: analog zur Maximumnorm.

iv)

T — x1 + 29 ist keine Norm da Definitheit verletzt ist.

Gegenbeispiel: Vektor v := < _11 ) # < 8 > aber ||v]| =—-1+1=0.

v)
T — +/x1 + x2 ist keine Norm da Definitheit verletzt ist.

Gegenbeispiel: Vektor v := ( 711 ) + ( 8 ) aber [|v|| = vV—-1+1=+0=0.

vi)

T — /2?2 + 22 ist die Euklidische Norm. Beweis: sei v = ( il ) w = ( zl ) , AER.
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1) Wegen z7 > 0 und 23 > 0 ist 23 + 23 > 0 und /23 + 23 > 0 also ||v|| > 0.

2) o] =0 & Va?+22=0 & 2?2 +23=0 & x7=0und 22 =0, also & v =0.

)

)

3) Il = v(A21)? + (Aw2)? = /N%aF + W03 = \/A2(af + 23) = |A|V/ (21 + 23) = [A[[Jo]].
4) [Jo +wll = V(@ + )2 + (@2 + y2)2 o + 23+ VE s = (ol + wll.
vii)
. . ‘. . o X o Y1
x — |z1| + |x2| ist eine Norm. Beweis: sei v = ( - w = ( y ), A€ R.
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1) [Jv]] 20 <= |z1] + |z2| >0 <= |z1| > 0 und |z2| > O klar.
2) ||v]| =0 <= |z1|+|22] =0 < |z1] = 0 und |z2| = 0 auch klar.
3) ||l = Azi| + [Aaa| = [M[21] + [Mlfaz| = [A[(Jz1] + [22]) = [Al[]o]]-
4) [l +wll = |21+ y1| + |22 + yo| < o]+ |ya| + |22] + [y2| = [Jo]] + [Jw]].
viii)
z — max(|z1], |x2|) ist eine Norm. Beweis: sei v = < ;’1 w = ( Zyll ) , AER.
2 2
1) ||v]] >0 <= max(|x1],|z2]) >0 <= |21| > 0 und |z2| > 0 klar.
2) |lv]] =0 <= max(|z1],]z2]) =0 <= |21/ =0und |z2| =0 < v =0.



3) [[Av]] = max(|Az1[, [Aze]) = max(|A[|z1], [A[|z2]) = |A| max(|z1], |z2]) = [Al[]o]|-
4) [Jo + wl| = max(|z1 + w1, [x2 + ya|) < max((z1| + [y1], |22] + [y2]) < max([z1], [22]) + max(|y:], |y2|) =
(ol + [fwl]-

Bemerkung:
Vektornormen || - ||, || ||, = Operatornorm [|A[[ ¢ := sup I‘lﬁf“l‘?.
[lz]]»70
e Azl |4 0o |[Az|lq _ s 1s .
Es gilt Lo 1970 sup Lole — [1A],q) < [|Azlly < [|Allggllzllp Vertréiglichkeit der Normen,
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D.h. durch Vektornormen || -|[|,, ||-[|4 induzierte Operatornorm |- ||, 4 ist automatisch eine Matrixnorm

(dh |ABl(p.q) < 1Allm,) | Bll(p,q))> Wegen Assoziativitdt der Matrixmultiplikation.

Teil b) Der Plot der Einheitssphéren

Teil ¢)

||A||(2,2) = A1’nax(f4TA’4) Spektrﬂ

|All1,1) = , max > |ai k| Spaltensummennorm.
=1,...,n ;=

n
[|A]l(00,00) =  max > |a; x| Zeilensummennorm.
’ i=l,...m ;=7 "



