Hinweise zur Q-R Zerlegung und zum linearen Ausgleich

Z) finde s und ¢ mit ¢ + s> = 1

und somit eine orthogonale Matrix G = (_CS i) und G (Z) = <6>

Givens-Rotationen: Grundaufgabe: Zu gegebenem Vektor (

b
Losung: r = £va?+ 0%, c = % unds = . Da det(G) = 1 ist G eine Rotation/Drehung (als
r r

Matrix).

Auf die stabilere Variante (aus dlteren Skripten) wird im aktuellen Skript nicht mehr eingegangen.
Wendet man den Algorithmus auf [A]b] an, so lduft das grob wie folgt ab:

A-Givens

Fiir alle Spalten von A (Index j)

Fiir alle Zeilen von A unterhalb der Diagoinalen (Index i > j)
a = Ajj,

bearbeite die i-te und j-te Zeile von A und b (als ob man mit G multipliziert)

<ai><_< ca; + saj) and <bl)<_( ch;, + sbj)
a; —sa; + caj b —sb; + cby

b= A;j, s und ¢ wie oben

end ¢
end j
Beispiel:
(4 5 | 15\ ——— —=2 (5 7 | 6 (25
(Alb) = <3 - _10) r =5 c—4/55=3/5 (0 D] _17) o= (_17)
Y1
Householder-Reflektionen: Grundaufgabe: Zu gegebenem Vektor y = | : | finde eine ortho-
Ym
,
: . 0
gonale m x m-Matrix () mit Qy =
0
2
Lésung: Wir definieren v := y + sign(y1) [|y||2 €1 und setzten Q, = I — —— (v UT).
v
—sign(y1) [lyll2
2 0
Fiir die so erhaltene Matrix @, gilt: Quy =y — —— (U (vT y)) = .
vl :
0

Da weiterhin det(Q,) = —1 ist, ist @, eine Reflektion/Spiegelung (als Matrix).
Wendet man diesen Algorithmus auf [A|b] an, so lduft das grob wie folgt ab:
A-Householder

Fiir alle Spalten von A (Index j)

v =y = erste Spalte von A
a = sign(y1) [yl

v =1+«



B=2/(v"v)

h =T [A]b] — Zeilenvektor

r = (Bv)h Spalten- mal Zeilenvektor

[AJb] = [Alb] — 7

streiche die erste Zeile und Spalte von [A|b] — Ergebnis

end j

Sowohl A-Givens als auch A-Householder fithren auf eine obere Dreicksmatrix R und eine
modifizierte rechte Seite (y). Mittels Riickwiértseinsetzen erhalten wir das Ergebnis.

Ist ausnahmsweise auch die Matrix @ (zu A = @ R) zu berechnen, so geschieht dies wie folgt:
Wir starten mit ) = [ und fithren alle Operationen nicht nur mit [A|b] sondern auch mit @) aus,
wobei wir aber nicht die erste Spalte streichen diirfen. Zum Schluss wird dann (Zeilen wieder
einsammeln) noch Q = Q7 gebildet.

Der Ubergang zum Ausgleich
Sind mehr Gleichungen (Messungen) als Unbekannte vorhanden (iiberbestimmt), so kann man
zumindest die GauBelimination/LR nicht mehr direkt anwenden.

1)

|Ax —b|lz = min  (so ist z zu bestimmen)

Mit der Norm wird auch ihr Quadrat minimal:

fx) =[[Az—b|i = (Azx —b)? =27 AT Ax — 22T ATb+b" b

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum: f'(z) = 2 (AT Az — ATb) =0

Letztere Bedingung fiihrt zu den Normalgleichungen: AT Az = AT b

Bem. 1: Hinreichend fiir ein Minimum ist, dass (zusiitzlich) AT A positiv definit ist.
Bem. 2: Das Residuum erhalten wir, indem wir ||Ax — b||2 berechnen.

Wir benutzen die Q-R-Zerlegung;:

|Az —blla = ||Q Rz —b||s = ||Rx — QTb||5 (Eigenschaft orthogonaler Matrizen!)

Dabei hat R die Gestalt R = (R) und wir zerlegen QT b = (yl )

0 Yo
<§> xr — (‘zl) minimal, wenn wir durch Riickwértseinsetzen
2/ 12

das Gleichungssystem R x = y; losen. ||ys|2 ist dann das Residuum.

Dann wird die Norm von




