Numerische Mathematik I fiir Ingenieure, SS 2007
Multiple-Choice- Aufgaben

MC 5-1
Es sei f: R™ — R™ und M € R™ " eine Matrix mit det(M) # 0. Welche der folgenden Aussagen sind
korrekt?

O f(z) =0 2 = &(z) mit &(z) == — M f(x)

O f(z) =0 < 2 = &(z) mit d(z) := z + M f(z)

O f(2) = 0= & = B(x) mit B(x) = M f(x)

O f(z) =0 <= 2 = &(z) mit ®(z) ==z — f(z) M

O f(z) =0 <= 2 = &(z) mit d(z) := 2 — f(M z)
MC 5-2

Es sei @ : R — R stetig differenzierbar und z* so, dass ®(z*) = «* gilt. Fir zp € R wird die Fixpunkti-
teration zi41 = ®(zr), £ =0,1,2,... definiert. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

O Falls |9'(z*)] < 1 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte mit |z¢ — *| hinrei-
chend klein.

O Falls |®'(2*)| > 1 gilt, so existiert kein zg # x* mit limg_,o0 T = 2* .

(O Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist in der Regel 1.

O Falls ®'(2*) = 0 gilt, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte mit |zo — 2*| hinrei-

chend klein, und die Konvergenzordnung ist grofer als 1.

MC 5-3
Es sei f(z) = 2° + €® — 2. Dann hat das Newton—Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von f die
Form:

O J:kH:xk—l—Wfﬁrk:O,L...

O xk+1=xk+mmrk20,l,...

O zk+1=4zi+ézg+ilfzk+2 fuir k=0,1,...

O Tppr = 6mi+éﬁ’%+2§m+2 fiir k= 0,1, ...
MC 5-4

Es sei f(x) = e* + x — 2. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

O f hat eine eindeutige Nullstelle in [0, 1].
(O f hat eine eindeutige Nullstelle in R.
(O Das Newton—Verfahren konvergiert fiir alle Startwerte zg > 0 .

(O Das Newton—Verfahren konvergiert nur fiir Startwerte xg, die hinreichend nahe der Nullstelle sind.

MC 5-5
Beim Newton—Verfahren wird oft eine Dampfungsstrategie benutzt. Diese dient dazu,

(O die Stabilitdt des Verfahrens zu verbessern.
O globale Konvergenz des Verfahrens zu gew#hrleisten.

(O den Einzugsbereich des Verfahrens zu vergrofiern.



(O die Berechnung von Ableitungen zu vermeiden.

MC 5-6
Es sei A € R™*" eine nicht-singulidre Matrix, b € R® und f : R” — R™ mit f(z) := Az + b. Zu einem
gegebenen Startwert xyp € R™ lautet die erste Iterierte des Newton—Verfahrens angewandt auf f:

O I = —A_1 b

O Tr1p = Ty — (Axo+b)

O xy=Axg+0

Das Newton—Verfahren fiir diese Funktion konvergiert — bei beliebigem Startwert x¢g € R™ —

(O in einem Schritt.

O in n Schritten.

O nur, falls ||A|| < 1.

(O nicht in endlich vielen Schritten.
O u.U. gar nicht.

MC 5-7
Kreuzen Sie das effizienteste unter den folgenden Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle einer Funk-
tion von R nach R an!

(O Bisektion
(O Newton—Verfahren

O Sekanten—Verfahren
MC 5-8
Essei f : R" — R™. Zur Berechnung einer Nullstelle von f verwendet man das Newton—Verfahren, bei dem

jedoch die linearen Gleichungssysteme (die in jedem Schritt geldst werden miissen) nur approximativ
gelost werden. Fiir ein gegebenes zy € R™ konvergiere die Folge dieser Iterierten gegen ein * € R™. Dann

O konvergiert das Verfahren u.U. langsamer als das exakte Newton—Verfahren, aber es gilt f(z*) = 0.

O konvergiert das Verfahren genauso schnell wie das exakte Newton—Verfahren, wobei z* i.A. keine
exakte Nullstelle von f ist, jedoch ||f(«*)|| umso kleiner wird, je genauer man die linearen Glei-
chungssysteme 16st.

(O kann man nichts iiber die Grée von || f(x*)|| aussagen.

MC 5-9

Fiir eine kontrahierende Funktion ® : R™ — R™ mit der Kontraktionszahl % gelte fiir ein g € R™ die
Abschitzung ||®(xg) — x0|] < 16. Es werde gemif xp41 = P(xy) iteriert; dann gilt mit dem Fixpunkt «*
von ® die Abschiitzung ||z — 2*|| < 2710, fiir:

O k=15.

(O k=20 aber nicht fiir £ = 15.
(O k = 25 aber nicht fiir k£ = 20.
(O k = 30 aber nicht fiir k£ = 25.

MC 5-10
Die Funktion f : R?" — R?" hiinge teilweise linear von ihren Variablen ab, genauer habe sie die Form

fay) = ( Cii_g(by) )

und einer differenzierbaren Funktion g : R® — R"™, b € R™ und invertierbaren Matrizen A, C € R"*™ .
Welche der folgenden Iterationen entsprechen dem Newton—Verfahren fiir f ?



/

O zp1=A"1D und yrr1 = vk — ¢ (Ye) " (Czigr + g(yw))

/

(

O w1 =A(b— o) wnd ye1 =y — ¢'(yx) "L O (21 + g(yr))
O g1 =A"1(b— ) und yry1 =y — g'(
(

)
)

ye) "t (C o + g(un))
)

/

O Tl = Ail (b — xk) und Ye+1 =Y — 9

Ye) T (@rgr + 9(yk))
MC 5-11
Sei {zy}52, eine konvergente Folge in R mit Grenzwert z* und mit Konvergenzordnung genau 1. Sei
Ay = M, (k > 2). Welche der folgenden Grofien liefert eine brauchbare Schiitzung von ey =

Th—1 — Tk—2
x* — x. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O o) — Tp—1

O Ap(zr — zp-1)
Ap

O 1— Ay

O (zr —xr-1)?

(xp — xp—1)

MC 5-12

Sei {1 }72, eine konvergente Folge in R mit Grenzwert 2* und mit Konvergenzordnung p > 1. Sei Ay, :=
M, (k > 2). Welche der folgenden Groflen liefert eine brauchbare Schitzung von ey, = z* — x) 7
Tr—1 — Tk-2

Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O zp —xp1
O (v — wg-1)?

O zp41 —

A
O 1— Ay

(xp — 2p—1)

MC 5-13
Sei {x1}32, eine konvergente Folge in R™ mit Grenzwert z* und mit Konvergenzordnung p > 1. Sei
er = ¥ — 1. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O llex|l = ||zg+1 — x|l fiir k hinreichend groff und p = 1.

O llekll = ||zk+1 — k|| fiir & hinreichend grof und p > 1.

O llexll = ||k — ®k—1|| fiir & hinreichend grof und p > 1.

O er = Tr+1 — zp fir k hinreichend grof und p > 1.
MC 5-14

Sei f: R — R zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von z* und es gelte f(z*) = 0. Wir
betrachten die Newton-Methode zur Bestimmung von x*:

f(zy)
f'(zr)

xg €U, Thtl = Tk — fir £ > 0.

Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(O Die Newton-Methode ist lokal quadratisch konvergent.
(O Die Newton-Methode ist lokal quadratisch konvergent, falls f’(a*) # 0.
O Esgilt: 2* — ap ~ (2* — x1,_1)? fiir k hinreichend grof}.

O Sei f'(z*) #0. Es gilt: 2* — 2y = x4 — oy, fiir k hinreichend grof.



MC 5-15

Sei f(x) = cos(x) + ¢@=™* Wir betrachten Fixpunktiterationen mit den Iterationsfunktionen by (z) =
f(z) f(z)

x— , Po(x) =22
Gy =T )

Aussagen an.

in einer Umgebung der Nullstelle z* = 7 von f. Kreuzen Sie alle korrekten

O xgt1 = D1 (zg) stimmt mit der Newton-Methode angewandt auf f {iberein.
(O Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration 41 = ®1(zx) ist 2.
O Die Konvergenzordnung der Fixpunktiteration zj1; = ®2(xy) ist 2.
(O Die Fixpunktiteration xg41 = ®o(xy) ist global konvergent.
MC 5-16
Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von z* und es gelte f(z*) = 0 und

f/(z*) # 0. Wir betrachten die Sekanten-Methode zur Bestimmung von x*. Kreuzen Sie alle korrekten
Aussagen an.

(O Die Sekanten-Methode ist global konvergent.
(O Die Sekanten-Methode ist lokal quadratisch konvergent.
(O Die Sekanten-Methode hat eine Konvergenzordnung p > 1.

O Bei der Sekanten-Methode werden Auswertungen von f’ vermieden.

MC 5-17
Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O Wenn f(a) > a und f(b) < b gilt, dann ist f eine Selbstabbildung auf [a, b].

O Wenn f(a) > a, f(b) <bund f'(z) > 0 fiir alle z € [a, b] gilt, dann ist f eine Selbstabbildung auf
[a, b].

O Wenn f(a) € [a,b], f(b) € [a,b] und f'(z) # 0 fiir alle x € [a, b] gilt, dann ist f eine Selbstabbildung
auf [a, b].

O Wenn f/(z) = 0 fiir eine z € [a, 1] gilt, dann kann f keine Selbstabbildung auf [a, b] sein.

MC 5-18
Sei ® : R™ — R™ stetig differenzierbar und z* € R™ so, dass ®(z*) = z* und ||®’(2*)[|cc < 1. Kreuzen
Sie alle korrekten Aussagen an.

O Es gilt [|®'(z*)]|2 < 1.

O Die Fixpunktiteration zyy; = ®(zx), k£ = 0,1,2,... konvergiert fur alle zp € R" mit ||zg — 2*||0o
hinreichend klein.

(O Falls die Fixpunktiteration zx+1 = ®(zx), k = 0,1,2,... konvergiert, ist die Konvergenzordnung
dieser Methode hochstens 1.

O Esgilt [|[@(z) — ®(y)]|loo < [|[# — yllo fiir alle 2,y € Bz :={z € R™ | ||z — 2*||sc < &} (¢ hinreichend
klein)

MC 5-19
Wir betrachten das Nullstellenproblem

fl)=2°-2-1=0 fiir x € [0, 2].

Die Nullstelle z* € [0, 2] soll mit Hilfe einer Fixpunktiteration zj; = ®(z)) bestimmt werden. Welche
der folgenden Funktionen & ist dafiir geeignet? Kreuzen Sie alle korrekten Moglichkeiten an.

O ®(z) = (z + 1)s.
O &(z) =2°%-1.



O @(z) = .
O (@) =zr + 35

MC 5-20

Zur Bestimmung von /5 wird die positive Nullstelle der Funktion f(z) = 2 —5 berechnet. Dazu verwen-
den wir eine Fixpunktiteration zx11 = ®(xy). Welche der folgenden Funktionen ergibt eine konvergente
Fixpunktiteration? Kreuzen Sie alle korrekten Moglichkeiten an.

O ®(z)=5+x— 2%

O ()= 2.

O ®(x) =1+az— La?

O @(z)=3(1+2)
MC 5-21

Gesucht ist ein Fixpunkt der Abbildung ®(z) = Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

1422
(O Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind fiir ® auf dem Intervall [0, 1] erfiillt.
(O Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind fiir ® auf dem Intervall [—1, 1] erfiillt.
(O Die Fixpunktiteration konvergiert fiir beliebige g € R.

(O Die Fixpunktiteration ist lokal quadratisch konvergent.

MC 5-22
Sei f(x) = 22 — 5. Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

(O f hat eine eindeutige Nullstelle in [0, c0).
(O Das Newton-Verfahren angewandt auf f konvergiert fiir alle Startwerte x¢ > 0.

(O Das Newton-Verfahren angewandt auf f konvergiert nur fiir Startwerte xg > 0, die hinreichend
nahe der Nullstelle sind.

O Sei z* = /5 und (xk) k>0 die mit der Newton-Methode berechnete Folge. Fiir xp > z* gilt > «*
fir alle k > 1.

MC 5-23
Sei f : R — R und z* eine Nullstelle von f mit f/(x*) # 0. Wir betrachten das Sekantenverfahren zur
Bestimmung von z*. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

(O Beim Sekantenverfahren wird die Auswertung von f’ vermieden.

(O Beim Sekantenverfahren werden zwei Startwerte in einer hinreichend kleinen Umgebung von x*
benétigt.

(O Beim Sekantenverfahren werden zwei Startwerte in einer hinreichend kleinen Umgebung von x*
benoétigt, wobei der eine links von z* und der andere rechts von z* liegen muss.

(O Die Konvergenzordnung des Sekantenverfahrens ist 1.

MC 5-24

Sei f : R™ — R™ (n > 2) hinreichend oft differenzierbar und z* € R™ so, dass f(z*) = 0, det(f'(z*)) # 0.
Sei ®(z) := x — (f'(z))~ ! f(x) mit = aus einer hinreichend kleinen Umgebung U von x*. Kreuzen Sie alle
korrekten Aussagen an.

(O Die Fixpunktiteration xgy1 = ®(xg), xo9 € U, ist gerade die Newton-Methode.
O Die Fixpunktiteration zj11 = ® () ist lokal konvergent mit Konvergenzordnung (mindestens) 2.

(O Die Fixpunktiteration xgy1 = ®(xy) ist lokal konvergent mit Konvergenzordnung genau 1.



(O Bei der Durchfithrung der Fixpunktiteration zp+1 = ®(zx) muss in jeder Iteration die Inverse der
Jacobi-Matrix f'(zy) berechnet werden.

MC 5-25

Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar und a* so, dass f(z*) = 0, f/(x*) # 0. Sei zy aus einer

hinreichend kleinen Umgebung von z* und xx41 = ) — J{/((xk)) , k=0,1,2,.... Sei e, = x* —xy. Kreuzen
T

Sie alle korrekten Aussagen an.

O eg =~ x — x)_1 fiir k hinreichend grofi.
O egt1 ~c-ei , mit einer Konstanten ¢ und k& hinreichend gro8.
O eg = xk41 — xx fiir k hinreichend grof3.

O egt1 = ¢ ek , mit einer Konstanten ¢ € (—1,1) und & hinreichend grofi.

MC 5-26

Sei f: R™ — R™ (n > 2) hinreichend oft differenzierbar und z* € R" so, dass f(z*) = 0, det(f'(z*)) # 0.
Sei 2o aus einer hinreichend kleinen Umgebung von x* und z+1 = 2 — (f'(zx)) " f(xk), k=0,1,2,.. ..
Sei e, = x* — x. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O llexs1ll < ¢ |lex|* fiir & > 0 und mit einer Konstanten c.
O llex|l = ||zk+1 — x| fur k hinreichend grof.
O llekll = ||zr — xg—1]| fir k hinreichend gro8.

O llekll = ||lzx — x—1]|* fiir k hinreichend grofi.

MC 5-27

Das skalare bzw. mehrdimensionale Nullstellenproblem f(x) = 0 soll iterativ geldst werden. Hierbei sei
|z* —2*|| die Norm des Fehlers in Iterationsschritt &, und die Konvergenzordnung des Iterationsverfahrens
sei die grofite Zahl p > 1, fiir die ein C' > 0 existiert, so dass ||zFT! — 2*|| < C||2* — 2*||? fiir alle k € N

gilt. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

O p > 1 bedeutet, dass sich ||z — 2*|| von Iteration zu Iteration asymptotisch jeweils um den Faktor
p verringert.

O p > 1 bedeutet, dass sich die Anzahl korrekter Stellen (d.h. der Logarithmus von ||z — z*||) von
Iteration zu Iteration asymptotisch jeweils um den Faktor p vergrossert.

(O Im Falle p =1 ist C' < 1 hinreichend fiir Konvergenz.

O Im Falle p > 1 gibt es auch bei beliebig groBem C stets einen Startwert x°, mit dem das Verfahren
konvergiert.

(O Bei gleichem Startwert erreicht ein Verfahren hoherer Ordnung (d. h. grofierem p) die Zielgenauigkeit
stets nach weniger Schritten als ein Verfahren niedrigerer Ordnung.

(O Das Sekantenverfahren hat eine hohere Konvergenzordnung als das vereinfachte Newtonverfahren
und das Bisektionsverfahren.

MC 5-28

Das skalare bzw. mehrdimensionale Nullstellenproblem f(z) = 0 soll iterativ gelést werden. Kreuzen Sie

alle korrekten Aussagen an.

O Ist die Funktion @ : R — R auf einer abgeschlossenen Menge E C R selbstabbildend und kontraktiv,
so konvergiert zu jedem beliebigen Startwert z° € E die Folge 2% := ®(2*~!) gegen den eindeutigen
Fixpunkt z* € E.

O Ist die Funktion ® : R® — R™ auf einer abgeschlossenen Menge E C R"™ selbstabbildend und
kontraktiv, so konvergiert zu jedem beliebigen Startwert 2 € E die Folge z* := ®(z*~1) gegen den
eindeutigen Fixpunkt z* € F.

(O Damit die stetig differenzierbare Funktion ® : R™ — R"™ auf einer abgeschlossenen Menge E C R"
kontraktiv ist, ist es hinreichend, dass ||®’(z)|| < L < 1 fiir alle x € E gilt und F konvex ist.



(O Sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, so gilt beim Fixpunktverfahren
stets ||lz% — || < ||zF~1 — 2*.

O Sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, so gilt beim Fixpunktverfahren
stets [|lz% — || < |lz* — 2F L.
O Sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, so gilt beim Fixpunktverfahren

stets ||zl — ¥ < [|aF — 271

MC 5-29
Das skalare Nullstellenproblem f(z) = 0 soll iterativ gelost werden. Hierbei sei x
Iterationsschritt k. Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an.

k _ 2* der Fehler in

O Mit zF := % gilt beim Bisektionsverfahren stets |zF — z*| < 27F |z — 29).

(O Beim Bisektionsverfahren gilt stets |2% — z*| < [2% — 2F1|.

(O Beim Sekantenverfahren gilt stets |z% — 2*| < |z% — 2P 1.

(O Beim Newtonverfahren gilt stets |z% — 2*| < |z%F — 2F~1].

(O Beim Bisektionsverfahren gilt stets [2*+! — 2%| < |2F — 21|

(O Beim Sekantenverfahren gilt stets |21 — 2| < |2k — 2F~1).

O Beim Newtonverfahren gilt stets |28 — 2F| < 2% — 2* 1.
MC 5-30

Das skalare bzw. mehrdimensionale Nullstellenproblem f(z) = 0 soll iterativ gelést werden. Kreuzen Sie
alle korrekten Aussagen an.

(O Unabhégig vom gewéhlten Startwert konvergiert das Newtonverfahren stets quadratisch.

O Das Newtonverfahren f’(z*)(z*+! — 2¥) = — f(2*) konvergiert unabhingig von der Ordnung der
Nullstelle z* stets quadratisch.

O In einer gewissen Umgebung der Nullstelle z* der Ordnung m konvergiert das Newtonverfahren
Fl (@) (P +t — 2F) = —m - f(2%) stets quadratisch.

O Das Newtonverfahren f/(z*)(z¥*! — 2¥) = — f(2¥) kann man als Fixpunktverfahren 2**! = ®(z*)
mit ®(x) :=z — f'(x) "' f(z) interpretieren, das wegen ®’(z*) = 0 lokal quadratisch konvergiert.

(O Beim Newtonverfahren gilt stets ||zFT! — 2| < ||z* — 2*|.

MC 5-31
Das skalare bzw. mehrdimensionale Nullstellenproblem f(z) = 0 soll iterativ gelést werden. Kreuzen Sie
alle korrekten Aussagen an.

(O Bei mehrdimensionalen Problemen erfordert das Newton-Verfahren in jedem Iterationsschritt das
Losen eines linearen Gleichungssystems.

(O Das vereinfachte Newton-Verfahren tréagt seinen Namen, weil es stets ohne die Losung eines linearen
Gleichungssystems auskommt.

(O Das vereinfachte Newton-Verfahren tréigt seinen Namen, weil in jedem Schritt immer dieselbe
Jacobi-Matrix verwandt wird.

(O Beim Newton-Verfahren ist z*+! die Nullstelle der linearen Niherung an die Funktion f im Punkt

",

(O Beim Sekanten-Verfahren fiir skalare Probleme ist z**! die Nullstelle der Sekante durch die Punkte
(2", f(z*)) und (271, f(z"1)).



