
Institut f�ur Geometrieund Praktis
he MathematikPriv.-Doz. Dr. S. M�uller, Dr.-Ing. T. Kremp RHEINISCH­WESTFÄLISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE AACHENNumeris
he Mathematik I (Mas
hinenbau)frequently asked questions (FAQ), SS 05� Wo �ndet man Musterl�osungen und aktuelle Informationen zur Klausur?Unter http://www.igpm.rwth-aa
hen.de/Numa/NumaMB/ �ndet man sowohl aktuelle In-formationen als au
h viele alte Klausuren mit Musterl�osungen, so dass gen�ugend Sto� zurindividuellen Vorbereitung vorliegt. Zu den w�ahrend des Semesters gere
hneten Kleingrup-pen-Aufgaben gibt es aus verst�andli
hen Gr�unden allerdings keine Musterl�osungen.� Wann und wo �ndet die Klausur statt?Die Klausur �ndet am Montag, den 05.09.05, 14:00{16:00 Uhr, in diversen H�ors�alen (Au-dimax, Gr�uner HS, Fo1, Fo2, et
.) statt. Die Sitzplatzverteilung wird am Mittwo
h, den31.08.05, und die Klausurergebnisse am Montag, den 19.09., bekanntgegeben, beides so-wohl per Aushang im Hauptgeb�aude, 1. Sto
k, gegen�uber von Raum 103, als au
h unterhttp://www.igpm.rwth-aa
hen.de/Numa/NumaMB/. Die Einsi
ht �ndet am Donnerstag,den 22.09., ab 9:00, im Hauptgeb�aude, 1. Sto
k, Raum 149, statt. Die m�undli
hen Na
h-pr�ufungen �nden von Montag, den 26.09. bis Donnerstag, den 29.09., statt.� Wann ist man zugelassen?Zulassung zur Klausur erhalten diejenigen, die das Numerik-Labor erfolgrei
h besu
hthaben (6-mal anwesend, beide Mini-Tests bestanden), regelm�a�ig (d. h. meistens) an denKleingruppen�ubungen teilgenommen haben und mindestens zweimal dort vorgere
hnethaben (Ausnahme: Materialwissens
haftler), sowie nat�urli
h die sonstigen Bedingungengem�a� DPO erf�ullen.� Gibt es vor der Klausur eine Extraspre
hstunde?In den beiden letzten Wo
hen vor der Herbstklausur (diesmal: 22.08.-02.09.05) �ndett�agli
h eine Klausur-Spre
hstunde von 10:00{12:00 Uhr statt, und zwar im Hauptgeb�aude,1. Sto
k, Raum 103. Da gegen Ende dieser beiden Wo
hen erfahrungsgem�a� sehr starkerAndrang herrs
ht, empfehlen wir dringend, bereits in der ersten Wo
he Fragen zu stellen.� Wel
he Themen sind klausurrelevant?Klausurrelevant sind alle in der Vorlesung und �Ubung behandelten Begri�e und Verfahren:Kondition, Stabilit�at, gest�orte lineare Glei
hungssysteme, Gau�-Elimination, LR-Trans-formation, Skalierung, Pivotisierung, Na
hiteration, LDLT -Transformation,QR-Zerlegung(Givens), Aufwand, linearer Ausglei
h (QR und Normalglei
hungen), ni
htlineare skalareGlei
hungen (Bisektion, Sekantenverfahren), ni
htlineare Glei
hungssysteme (Bana
h's
heFixpunktiteration, Newton-Verfahren, vereinfa
htes Newton-Verfahren), ni
htlinearer Aus-glei
h (Gauss-Newton mit QR und Normalglei
hungen), Konvergenzordnung, Interpolati-on (Lagrange, Newton, Neville-Aitken), numeris
he Di�erentiation, Quadratur (Newton-Cotes, au
h summiert, Gau�-Quadratur, Romberg-Extrapolation), gew�ohnli
he Di�eren-tialglei
hungen (Reduktion auf System erster Ordnung, Euler explizit, implizit und ver-bessert, implizite Mittelpunktsregel, Trapezmethode, Runge-Kutta).� Wel
he Hilfsmittel sind zur Klausur zugelassen?Als Hilfsmittel zugelassen sind pro Pr�u
ing 5 handges
hriebene und zusammengeta
kerteDIN-A4-Bl�atter (d. h. 10 Seiten) sowie genau ein Tas
henre
hner, der jedo
h ni
ht pro-grammierbar sein darf, d. h. keine benutzerde�nierten Funktionen ausf�uhren kann. Dieaktuelle Positivliste �ndet man unter http://www.igpm.rwth-aa
hen.de/Numa/NumaMB/.Wer si
h absolut si
her ist, dass sein Tas
henre
hner zwar ni
ht programmierbar ist, ihnaber denno
h ni
ht auf dieser Positivliste �nden kann, wende si
h bis sp�atestens zum



29.07.05 an uns. Handys d�urfen ni
ht mitgebra
ht werden, au
h wenn sie ausges
haltetsind. Zuwiderhandlungen gelten als T�aus
hungsversu
h!� Mit wie vielen Stellen soll man in der Klausur re
hnen?Falls in der Aufgabenstellung die Verwendung einer bestimmten Anzahl von Stellen ge-fordert ist, hat man si
h natuerli
h daran zu halten (Erinnerung: na
h jeder Operationentspre
hend runden, dann erst weiterre
hnen). Eine gro�e Anzahl von Stellen (\Re
h-nen Sie in 10-stelliger GPA") wird jedo
h si
her ni
ht gefordert werden, da dies f�ur einezweist�undige Klausur ungeeignet w�are.Falls in der Aufgabenstellung keine Vors
hrift zur Gleitpunktarithmetik gema
ht ist, geltenfolgende Faustregeln:4{5 Stellen rei
hen bei fast allen klausurrelevanten Aufgaben. Nur bei ho
hgenauen Re
h-nungen ben�otigt man mehr Stellen, d. h. etwa � 8.Beim Romberg-Quadratur-S
hema beispielsweise muss von Anfang an, d. h. im gesam-ten S
hema, mit ausrei
hend vielen Stellen (etwa � 8) gere
hnet werden, da si
h dieRundungsfehler von oben links ja bis ins Ergebnis unten re
hts fortp
anzen.Da es si
h bei dem (ebenfalls ho
hgenauen, da quadratis
h konvergenten) Newton-Verfahrenhingegen um ein iteratives (d. h. alte Rundungsfehler werden im Falle der Konvergenz au-tomatis
h korrigiert) Verfahren handelt, ist es dort ausrei
hend, erst sukzessive mit jedemweiteren Iterationss
hritt immer mehr Stellen zur Verf�ugung zu stellen, um tats�a
hli
h diequadratis
he Konvergenz zu sehen und ni
ht nur Rundungsfehler zu iterieren.Bei der Na
hiteration (zur Verbesserung der Genauigkeit der L�osung x eines linearenGlei
hungssystems Ax = b) muss die Bere
hnung des Residuums r := b�Ax unbedingt inh�oherer (doppelter) Genauigkeit erfolgen als die vorherige Bere
hnung der LR-Zerlegungbzw. LDLT -Zerlegung von A. Das ans
hlie�ende L�osen der Glei
hung LR�x = r (bzw.LR�x = PDr bei Skalierung und Pivotisierung bzw. LDLT�x = r bei Cholesky) dur
hVorw�arts-/R�u
kw�artseinsetzen kann dann wieder in einfa
her Genauigkeit erfolgen, d. h.unter Verwendung der alten Matrizen L und R (sowie evtl. P und D). Hat man also dieMatrixzerlegung sowie die L�osung x mit urspr�ungli
h 4 Stellen bere
hnet, so ist r := b�Axunbedingt mit 8 Stellen zu bere
hnen, und dann mit wiederum 4 Stellen �x sowie dieverbesserte L�osung x+�x.� Wie ausf�uhrli
h sind die Voraussetzungen des Bana
hs
hen Fixpunktsatzes darzustellen?Bei der Untersu
hung der (bei uns mindestens stetig di�erenzierbaren) Iterationsfunkti-on F (x) (mit x� = F (x�)) auf Selbstabbildung sind die Extrema von F zu bestimmen,wobei Randwerte und Extremwerte von F in Frage kommen. Nur wenn man glaubhaftvermitteln kann, dass F monoton ist, brau
ht man keine Extremwertbetra
htung von Fdur
hzuf�uhren, d. h. man brau
ht nur die Randwerte einzusetzen und ni
ht no
h zus�atzli
halle Extremwerte F (x0) zu bere
hnen mit F 0(x0) = 0. Beispielsweise glauben wir der Aus-sage \F (x) = ex ist monoton in [0; 1℄ ) untersu
he nur Randwerte" ohne weiteren Be-weis. Die Aussage \�1 � F (x) := sin(x) � 1 ) F ist selbstabbildend auf jedem Intervall[a; b℄ � [�1; 1℄" glauben wir ebenfalls ohne weiteren Beweis. Jedo
h glauben wir einer Aus-sage wie \F (x) = 5x4 +3x3 � 2x2 +10x� 3 ist monoton in [a; b℄" ni
ht ohne Beweis, d. h.es ist erst zu untersu
hen, ob Stellen x0 mit F 0(x0) = 0 in [a; b℄ liegen, und | falls diesder Fall ist | sind au
h alle Extremwerte F (x0) auszure
hnen und mit den Randwertenzu verglei
hen.Hat man eine abges
hlossene (unbedingt erw�ahnen!) Menge E gefunden mit F (E) =:eE � E (d. h. F bildet E auf si
h selbst ab), so ist nun die Kontraktivit�at zu untersu
hen,d. h. ob maxx2E jF 0(x)j =: L < 1 gilt. Da F stetig di�erenzierbar ist, kommen hierbeiau
h wieder Rand- und Extremwerte in Frage, so dass man bei monotonem F 0 (wiederbegr�unden, siehe oben) nur Randwerte von F 0 untersu
hen muss. Man hat also praktis
hdieselben �Uberlegungen wie bei der Selbstabbildung dur
hzuf�uhren, allerdings alles \umeine Ableitung h�oher".



Im mehrdimensionalen Fall muss E konvex (unbedingt erw�ahnen!) sein, damitmaxx2E jjF 0(x)jj =: L < 1 hinrei
hend ist f�ur Kontraktivit�at. (Erinnerung: Eine Menge Eist konvex, wenn die Verbindungsstre
ke je zweier beliebiger Punkte aus E stets ganz inE liegt. Ein n-dimensionaler Quader (n-dimensionales Intervall) ist trivialerweise konvex,ebenso eine n-dimensionale Kugel, ni
ht jedo
h ein L-f�ormiges Gebiet.) Bei der Norm-bildung wird man, wie in der �Ubung, in der Regel erst die Elemente der Ja
obi-MatrixF 0 einzeln betragsm�a�ig abs
h�atzen und dann die Norm bilden, was zwar gr�ober, abersehr viel weniger aufw�andig ist als wenn man erst jjF 0(x)jj f�ur allgemeines x hins
hreibtund dann bzgl. x maximiert. Hierbei kann man si
h entweder f�ur die 1- oder 1-Norments
heiden, wobei im Falle maxx2E jjF 0(x)jj1 � maxx2E jjF 0(x)jj1 meist die 1-Normam ges
hi
ktesten ist, da ja stets jjx1 � x0jj1 � jjx1 � x0jj1 gilt, so dass die a-priori-Abs
h�atzung dann g�unstiger wird als mit der 1-Norm. F�ur die 2-Norm ist dieses vorherigekomponentenweise Abs
h�atzen ni
ht zul�assig, da ni
ht si
her ist, dass ein Vergr�o�ern derBetr�age der Komponenten von F 0 au
h ein Vergr�o�ern von jjF 0jj2 zur Folge hat. Dies istaber keine nennenswerte Eins
hr�ankung, da die 2-Norm aufgrund ihres h�oheren Aufwandes(Eigenwertbestimmung von (F 0)TF 0) hierbei ohnehin kaum verwendet wird.Da der gesu
hte Fixpunkt x� stets in eE liegt, rei
ht es au
h aus, wenn man die Kon-traktivit�atsuntersu
hung auf dem kleineren Berei
h eE dur
hf�uhrt. Dies hat zwar denNa
hteil, dass die Zahlenwerte oft etwas uns
h�oner werden, jedo
h den erhebli
hen Vorteil,dass die Lips
hitzkonstante L dadur
h meist kleiner wird. Man muss allerdings bea
hten,dass die si
h daraus ergebende a-priori-Abs
h�atzung (\na
h n = 17 S
hritten gilt si
herjjxn�x�jj < "") nur gilt, wenn au
h der (evtl. vorges
hriebene) Startwert in eE liegt. Liegtder Startwert ni
ht eE, so brau
ht man eben einen S
hritt mehr (um n�amli
h von diesemStartwert aus E na
h eE zu kommen), d. h. es gilt si
her jjxn+1 � x�jj < ".� Wel
he Funktion und wel
hes Vorzei
hen muss man beim ni
htlinearen Ausglei
h w�ahlen?Beim ni
htlinearen Ausglei
h ist eine Funktion F : Rn ! Rm , n < m (deshalb leideri. a. F (x) 6= 0) bzgl. der 2-Norm zu minimieren, d. h. im (Gau�s
hen) Sinne minimalerQuadrate der Komponenten von F : jjF (x)jj2 ! min, d. h. Betr�age der einzelnen Zei-len gegeneinander \ausglei
hen". Bei der Gau�-Newton-Methode wird dieses ni
htlineareProblem dur
h eine Iterationsfolge linearer Probleme ersetzt, indem man F jeweils im ak-tuellen Punkt xk linear approximiert (deshalb \Newton") und das si
h daraus ergebendelineare Ausglei
hsproblem jjF 0(xk)�xk + F (xk)jj2 ! min l�ost (mit xk+1 := xk + �xk).Hierzu wird das System [F 0(xk) j �F (xk)℄ (also inkl. re
hter Seite) QR-transformiertund der obere (n � n)-Teil ans
hlie�end dur
h R�u
kw�artseinsetzen exakt gel�ost. Dassi
h aus den letzten m � n Zeilen der transformierten re
hten Seite ergebende Residu-um ist das Residuum jjF 0(xk)�xk + F (xk)jj2 der linearen N�aherung, das sowohl gr�o�erals au
h kleiner als das \e
hte" Residuum jjF (xk+1)jj2 sein kann. Arbeitet man hinge-gen mit Normalglei
hungen, so ist das System F 0(xk)TF 0(xk)�xk = �F 0(xk)TF (xk) mitLDLT -Transformation (oder bei kleinen m;n au
h mit Gau�elemination) zu l�osen, wo-bei man si
h wegen �2(F 0(xk)TF 0(xk)) = �2(F 0(xk))2 jedo
h eine Quadrierung und damitVers
hle
hterung der Kondition einhandelt.Ebenso wie beim linearen Ausglei
h kann au
h beim ni
htlinearen Ausglei
h die zu mini-mierende Funktion F (x) sowohl explizit als au
h implizit von denWerten in der Messwerte-tabelle abh�angen. Wir bes
hr�anken uns im Folgenden auf den Fall, dassmMesswertepaare(ti; yi), i = 1; : : : ;m, gegeben sind.Im expliziten Fall ist eine explizite analytis
he Funktion y(t;x) gegeben f�ur den Messwert y,der von dem anderen Messwert t sowie den unbekannten Parametern xj , j = 1; : : : ; n < m,abh�angt, z. B. y(t;x) = x1 exp(�x2t) mit n = 2. Man w�ahlt dann beispielsweise F (x) :=[y(ti;x) � yi℄i=1;:::;m, also ergibt si
h als (m � n)-Ja
obi-Matrix F 0(x)= [�y(ti;x)=�xj ℄i=1;:::;m;j=1;:::;n und als re
hte Seite �F (x) = [yi � y(ti;x)℄i=1;:::;m.Im impliziten Fall ist ein impliziter analytis
her Zusammenhang f(t; y;x) = 0 gegeben, derdie Messwerte t und y miteinander verkn�upft und von den unbekannten Parametern xj,j = 1; : : : ; n < m, abh�angt, z. B. f(t; y;x) = (t=x1)2+(y=x2)2�1 = 0 f�ur eine Ellipse in Nor-mallage in der (t; y)-Ebene mit n = 2. Man w�ahlt dann einfa
h F (x) := [f(ti; yi;x)℄i=1;:::;m,



also ergibt si
h als (m�n)-Ja
obi-Matrix F 0(x) = [�f(ti; yi;x)=�xj ℄i=1;:::;m;j=1;:::;n und alsre
hte Seite �F (x) = [�f(ti; yi;x)℄i=1;:::;m.


