
Institut f�ur Geometrieund Praktishe MathematikPriv.-Doz. Dr. S. M�uller, Dr.-Ing. T. Kremp RHEINISCHWESTFÄLISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE AACHENNumerishe Mathematik I (Mashinenbau)frequently asked questions (FAQ), SS 05� Wo �ndet man Musterl�osungen und aktuelle Informationen zur Klausur?Unter http://www.igpm.rwth-aahen.de/Numa/NumaMB/ �ndet man sowohl aktuelle In-formationen als auh viele alte Klausuren mit Musterl�osungen, so dass gen�ugend Sto� zurindividuellen Vorbereitung vorliegt. Zu den w�ahrend des Semesters gerehneten Kleingrup-pen-Aufgaben gibt es aus verst�andlihen Gr�unden allerdings keine Musterl�osungen.� Wann und wo �ndet die Klausur statt?Die Klausur �ndet am Montag, den 05.09.05, 14:00{16:00 Uhr, in diversen H�ors�alen (Au-dimax, Gr�uner HS, Fo1, Fo2, et.) statt. Die Sitzplatzverteilung wird am Mittwoh, den31.08.05, und die Klausurergebnisse am Montag, den 19.09., bekanntgegeben, beides so-wohl per Aushang im Hauptgeb�aude, 1. Stok, gegen�uber von Raum 103, als auh unterhttp://www.igpm.rwth-aahen.de/Numa/NumaMB/. Die Einsiht �ndet am Donnerstag,den 22.09., ab 9:00, im Hauptgeb�aude, 1. Stok, Raum 149, statt. Die m�undlihen Nah-pr�ufungen �nden von Montag, den 26.09. bis Donnerstag, den 29.09., statt.� Wann ist man zugelassen?Zulassung zur Klausur erhalten diejenigen, die das Numerik-Labor erfolgreih besuhthaben (6-mal anwesend, beide Mini-Tests bestanden), regelm�a�ig (d. h. meistens) an denKleingruppen�ubungen teilgenommen haben und mindestens zweimal dort vorgerehnethaben (Ausnahme: Materialwissenshaftler), sowie nat�urlih die sonstigen Bedingungengem�a� DPO erf�ullen.� Gibt es vor der Klausur eine Extrasprehstunde?In den beiden letzten Wohen vor der Herbstklausur (diesmal: 22.08.-02.09.05) �ndett�aglih eine Klausur-Sprehstunde von 10:00{12:00 Uhr statt, und zwar im Hauptgeb�aude,1. Stok, Raum 103. Da gegen Ende dieser beiden Wohen erfahrungsgem�a� sehr starkerAndrang herrsht, empfehlen wir dringend, bereits in der ersten Wohe Fragen zu stellen.� Welhe Themen sind klausurrelevant?Klausurrelevant sind alle in der Vorlesung und �Ubung behandelten Begri�e und Verfahren:Kondition, Stabilit�at, gest�orte lineare Gleihungssysteme, Gau�-Elimination, LR-Trans-formation, Skalierung, Pivotisierung, Nahiteration, LDLT -Transformation,QR-Zerlegung(Givens), Aufwand, linearer Ausgleih (QR und Normalgleihungen), nihtlineare skalareGleihungen (Bisektion, Sekantenverfahren), nihtlineare Gleihungssysteme (Banah'sheFixpunktiteration, Newton-Verfahren, vereinfahtes Newton-Verfahren), nihtlinearer Aus-gleih (Gauss-Newton mit QR und Normalgleihungen), Konvergenzordnung, Interpolati-on (Lagrange, Newton, Neville-Aitken), numerishe Di�erentiation, Quadratur (Newton-Cotes, auh summiert, Gau�-Quadratur, Romberg-Extrapolation), gew�ohnlihe Di�eren-tialgleihungen (Reduktion auf System erster Ordnung, Euler explizit, implizit und ver-bessert, implizite Mittelpunktsregel, Trapezmethode, Runge-Kutta).� Welhe Hilfsmittel sind zur Klausur zugelassen?Als Hilfsmittel zugelassen sind pro Pr�uing 5 handgeshriebene und zusammengetakerteDIN-A4-Bl�atter (d. h. 10 Seiten) sowie genau ein Tashenrehner, der jedoh niht pro-grammierbar sein darf, d. h. keine benutzerde�nierten Funktionen ausf�uhren kann. Dieaktuelle Positivliste �ndet man unter http://www.igpm.rwth-aahen.de/Numa/NumaMB/.Wer sih absolut siher ist, dass sein Tashenrehner zwar niht programmierbar ist, ihnaber dennoh niht auf dieser Positivliste �nden kann, wende sih bis sp�atestens zum



29.07.05 an uns. Handys d�urfen niht mitgebraht werden, auh wenn sie ausgeshaltetsind. Zuwiderhandlungen gelten als T�aushungsversuh!� Mit wie vielen Stellen soll man in der Klausur rehnen?Falls in der Aufgabenstellung die Verwendung einer bestimmten Anzahl von Stellen ge-fordert ist, hat man sih natuerlih daran zu halten (Erinnerung: nah jeder Operationentsprehend runden, dann erst weiterrehnen). Eine gro�e Anzahl von Stellen (\Reh-nen Sie in 10-stelliger GPA") wird jedoh siher niht gefordert werden, da dies f�ur einezweist�undige Klausur ungeeignet w�are.Falls in der Aufgabenstellung keine Vorshrift zur Gleitpunktarithmetik gemaht ist, geltenfolgende Faustregeln:4{5 Stellen reihen bei fast allen klausurrelevanten Aufgaben. Nur bei hohgenauen Reh-nungen ben�otigt man mehr Stellen, d. h. etwa � 8.Beim Romberg-Quadratur-Shema beispielsweise muss von Anfang an, d. h. im gesam-ten Shema, mit ausreihend vielen Stellen (etwa � 8) gerehnet werden, da sih dieRundungsfehler von oben links ja bis ins Ergebnis unten rehts fortpanzen.Da es sih bei dem (ebenfalls hohgenauen, da quadratish konvergenten) Newton-Verfahrenhingegen um ein iteratives (d. h. alte Rundungsfehler werden im Falle der Konvergenz au-tomatish korrigiert) Verfahren handelt, ist es dort ausreihend, erst sukzessive mit jedemweiteren Iterationsshritt immer mehr Stellen zur Verf�ugung zu stellen, um tats�ahlih diequadratishe Konvergenz zu sehen und niht nur Rundungsfehler zu iterieren.Bei der Nahiteration (zur Verbesserung der Genauigkeit der L�osung x eines linearenGleihungssystems Ax = b) muss die Berehnung des Residuums r := b�Ax unbedingt inh�oherer (doppelter) Genauigkeit erfolgen als die vorherige Berehnung der LR-Zerlegungbzw. LDLT -Zerlegung von A. Das anshlie�ende L�osen der Gleihung LR�x = r (bzw.LR�x = PDr bei Skalierung und Pivotisierung bzw. LDLT�x = r bei Cholesky) durhVorw�arts-/R�ukw�artseinsetzen kann dann wieder in einfaher Genauigkeit erfolgen, d. h.unter Verwendung der alten Matrizen L und R (sowie evtl. P und D). Hat man also dieMatrixzerlegung sowie die L�osung x mit urspr�unglih 4 Stellen berehnet, so ist r := b�Axunbedingt mit 8 Stellen zu berehnen, und dann mit wiederum 4 Stellen �x sowie dieverbesserte L�osung x+�x.� Wie ausf�uhrlih sind die Voraussetzungen des Banahshen Fixpunktsatzes darzustellen?Bei der Untersuhung der (bei uns mindestens stetig di�erenzierbaren) Iterationsfunkti-on F (x) (mit x� = F (x�)) auf Selbstabbildung sind die Extrema von F zu bestimmen,wobei Randwerte und Extremwerte von F in Frage kommen. Nur wenn man glaubhaftvermitteln kann, dass F monoton ist, brauht man keine Extremwertbetrahtung von Fdurhzuf�uhren, d. h. man brauht nur die Randwerte einzusetzen und niht noh zus�atzlihalle Extremwerte F (x0) zu berehnen mit F 0(x0) = 0. Beispielsweise glauben wir der Aus-sage \F (x) = ex ist monoton in [0; 1℄ ) untersuhe nur Randwerte" ohne weiteren Be-weis. Die Aussage \�1 � F (x) := sin(x) � 1 ) F ist selbstabbildend auf jedem Intervall[a; b℄ � [�1; 1℄" glauben wir ebenfalls ohne weiteren Beweis. Jedoh glauben wir einer Aus-sage wie \F (x) = 5x4 +3x3 � 2x2 +10x� 3 ist monoton in [a; b℄" niht ohne Beweis, d. h.es ist erst zu untersuhen, ob Stellen x0 mit F 0(x0) = 0 in [a; b℄ liegen, und | falls diesder Fall ist | sind auh alle Extremwerte F (x0) auszurehnen und mit den Randwertenzu vergleihen.Hat man eine abgeshlossene (unbedingt erw�ahnen!) Menge E gefunden mit F (E) =:eE � E (d. h. F bildet E auf sih selbst ab), so ist nun die Kontraktivit�at zu untersuhen,d. h. ob maxx2E jF 0(x)j =: L < 1 gilt. Da F stetig di�erenzierbar ist, kommen hierbeiauh wieder Rand- und Extremwerte in Frage, so dass man bei monotonem F 0 (wiederbegr�unden, siehe oben) nur Randwerte von F 0 untersuhen muss. Man hat also praktishdieselben �Uberlegungen wie bei der Selbstabbildung durhzuf�uhren, allerdings alles \umeine Ableitung h�oher".



Im mehrdimensionalen Fall muss E konvex (unbedingt erw�ahnen!) sein, damitmaxx2E jjF 0(x)jj =: L < 1 hinreihend ist f�ur Kontraktivit�at. (Erinnerung: Eine Menge Eist konvex, wenn die Verbindungsstreke je zweier beliebiger Punkte aus E stets ganz inE liegt. Ein n-dimensionaler Quader (n-dimensionales Intervall) ist trivialerweise konvex,ebenso eine n-dimensionale Kugel, niht jedoh ein L-f�ormiges Gebiet.) Bei der Norm-bildung wird man, wie in der �Ubung, in der Regel erst die Elemente der Jaobi-MatrixF 0 einzeln betragsm�a�ig absh�atzen und dann die Norm bilden, was zwar gr�ober, abersehr viel weniger aufw�andig ist als wenn man erst jjF 0(x)jj f�ur allgemeines x hinshreibtund dann bzgl. x maximiert. Hierbei kann man sih entweder f�ur die 1- oder 1-Normentsheiden, wobei im Falle maxx2E jjF 0(x)jj1 � maxx2E jjF 0(x)jj1 meist die 1-Normam geshiktesten ist, da ja stets jjx1 � x0jj1 � jjx1 � x0jj1 gilt, so dass die a-priori-Absh�atzung dann g�unstiger wird als mit der 1-Norm. F�ur die 2-Norm ist dieses vorherigekomponentenweise Absh�atzen niht zul�assig, da niht siher ist, dass ein Vergr�o�ern derBetr�age der Komponenten von F 0 auh ein Vergr�o�ern von jjF 0jj2 zur Folge hat. Dies istaber keine nennenswerte Einshr�ankung, da die 2-Norm aufgrund ihres h�oheren Aufwandes(Eigenwertbestimmung von (F 0)TF 0) hierbei ohnehin kaum verwendet wird.Da der gesuhte Fixpunkt x� stets in eE liegt, reiht es auh aus, wenn man die Kon-traktivit�atsuntersuhung auf dem kleineren Bereih eE durhf�uhrt. Dies hat zwar denNahteil, dass die Zahlenwerte oft etwas unsh�oner werden, jedoh den erheblihen Vorteil,dass die Lipshitzkonstante L dadurh meist kleiner wird. Man muss allerdings beahten,dass die sih daraus ergebende a-priori-Absh�atzung (\nah n = 17 Shritten gilt siherjjxn�x�jj < "") nur gilt, wenn auh der (evtl. vorgeshriebene) Startwert in eE liegt. Liegtder Startwert niht eE, so brauht man eben einen Shritt mehr (um n�amlih von diesemStartwert aus E nah eE zu kommen), d. h. es gilt siher jjxn+1 � x�jj < ".� Welhe Funktion und welhes Vorzeihen muss man beim nihtlinearen Ausgleih w�ahlen?Beim nihtlinearen Ausgleih ist eine Funktion F : Rn ! Rm , n < m (deshalb leideri. a. F (x) 6= 0) bzgl. der 2-Norm zu minimieren, d. h. im (Gau�shen) Sinne minimalerQuadrate der Komponenten von F : jjF (x)jj2 ! min, d. h. Betr�age der einzelnen Zei-len gegeneinander \ausgleihen". Bei der Gau�-Newton-Methode wird dieses nihtlineareProblem durh eine Iterationsfolge linearer Probleme ersetzt, indem man F jeweils im ak-tuellen Punkt xk linear approximiert (deshalb \Newton") und das sih daraus ergebendelineare Ausgleihsproblem jjF 0(xk)�xk + F (xk)jj2 ! min l�ost (mit xk+1 := xk + �xk).Hierzu wird das System [F 0(xk) j �F (xk)℄ (also inkl. rehter Seite) QR-transformiertund der obere (n � n)-Teil anshlie�end durh R�ukw�artseinsetzen exakt gel�ost. Dassih aus den letzten m � n Zeilen der transformierten rehten Seite ergebende Residu-um ist das Residuum jjF 0(xk)�xk + F (xk)jj2 der linearen N�aherung, das sowohl gr�o�erals auh kleiner als das \ehte" Residuum jjF (xk+1)jj2 sein kann. Arbeitet man hinge-gen mit Normalgleihungen, so ist das System F 0(xk)TF 0(xk)�xk = �F 0(xk)TF (xk) mitLDLT -Transformation (oder bei kleinen m;n auh mit Gau�elemination) zu l�osen, wo-bei man sih wegen �2(F 0(xk)TF 0(xk)) = �2(F 0(xk))2 jedoh eine Quadrierung und damitVershlehterung der Kondition einhandelt.Ebenso wie beim linearen Ausgleih kann auh beim nihtlinearen Ausgleih die zu mini-mierende Funktion F (x) sowohl explizit als auh implizit von denWerten in der Messwerte-tabelle abh�angen. Wir beshr�anken uns im Folgenden auf den Fall, dassmMesswertepaare(ti; yi), i = 1; : : : ;m, gegeben sind.Im expliziten Fall ist eine explizite analytishe Funktion y(t;x) gegeben f�ur den Messwert y,der von dem anderen Messwert t sowie den unbekannten Parametern xj , j = 1; : : : ; n < m,abh�angt, z. B. y(t;x) = x1 exp(�x2t) mit n = 2. Man w�ahlt dann beispielsweise F (x) :=[y(ti;x) � yi℄i=1;:::;m, also ergibt sih als (m � n)-Jaobi-Matrix F 0(x)= [�y(ti;x)=�xj ℄i=1;:::;m;j=1;:::;n und als rehte Seite �F (x) = [yi � y(ti;x)℄i=1;:::;m.Im impliziten Fall ist ein impliziter analytisher Zusammenhang f(t; y;x) = 0 gegeben, derdie Messwerte t und y miteinander verkn�upft und von den unbekannten Parametern xj,j = 1; : : : ; n < m, abh�angt, z. B. f(t; y;x) = (t=x1)2+(y=x2)2�1 = 0 f�ur eine Ellipse in Nor-mallage in der (t; y)-Ebene mit n = 2. Man w�ahlt dann einfah F (x) := [f(ti; yi;x)℄i=1;:::;m,



also ergibt sih als (m�n)-Jaobi-Matrix F 0(x) = [�f(ti; yi;x)=�xj ℄i=1;:::;m;j=1;:::;n und alsrehte Seite �F (x) = [�f(ti; yi;x)℄i=1;:::;m.


