6. GroRiibung

1 QR-Zerlegung

Als QR-Zerlegung wird die Zerlegung
A=QR

der Matrix A € R™*™ in die rechte obere Dreiecksmatrix R € R™*" und die orthogonale Matrix
Q € R™*™ begeichnet.

Die Lésung des Gleichungssystems Az = b kann in der Form
Axr =QRx =b
= Rr=Q 'b=Q"b

durch Riickwirtseinsetzen gewonnen werden. Die rechte Seite Q7'b wird im Laufe der QR-Zerlegung
gewonnen. Eine explizite Bestimmung der Matrix () ist daher i.d.R. nicht erforderlich.

Wir behandeln im Folgenden zwei Verfahren zur Erzeugung der QR-Zerlegung:

e Givens-Rotationen

e Householder-Transformationen

2 Givens-Rotationen

Grundaufgabe

Das Prinzip der Givens-Rotationen beruht darauf, die Spalten von A schrittweise durch Drehungen
in die (wahlweise positive oder negative) Richtung der Einheitsvektoren des Koordinatensystems
abzubilden, wodurch in den Spaltenvektoren entsprechende Nulleintrige entstehen. Ggfs. wird die
rechte Seite b ebenfalls mitbehandelt.

Die Grundaufgabe der Givens-Rotationen besteht folglich darin, eine orthogonale Matrix G zu

Z ) € R? in Richtung des Einheitsvektors e! abbil-

“(3)=(5)

finden, welche den gegebenen Spaltenvektor <
det.



r entspricht, ggfs. mit abweichendem Vorzeichen, der euklidische Linge des Vektors < Z >, r =

+Va?2 +b2,reR.

Wie im Folgenden gezeigt wird, kann die Matrix G durch die Drehmatrix

_ c s\ _ cos¢ sing
G_<—s c>_<—sin¢ cosqS)

beschrieben werden.

Bemerkung: In der Praxis ist es nicht notig den Drehwinkel ¢ explizit zu bestimmen. Es miissen
nur Werte fiir ¢ und s bestimmt werden.

Bestimmung von c und s (rechnerische Variante):
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VTP
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Va2 £ b2
r =ca+ sb=+va%+ b2

Die Vorzeichenwahl (+) is irrelevant, es wird ein positives Vorzeichen gew#hlt.

Anwendung

Die Givens-Rotationsmatrizen Gj j, entstehen durch Einbettung ebener Drehungen in mxm-Matrizen
(s. Beispiel). Die Anwendung auf den (zur Bestimmung der Rotationsmatrix verwendeten) Spalten-
vektor von A erzeugt eine Null in der k-ten Zeile.

Die Givens-Rotationsmatrizen miissen auf alle Spaltenvektoren von A und ggfs. b angewendet
werden. Es gilt:

Givky - Gip -A=R
= A=Gl 4 .-Gl ., R=QR

Der Aufwand der Givens-Rotationen betragt %n?’ Operationen fiir ein vollbesetztes A € R"*"™.



Beispiel

5 1 06 |-04
— Gu[Ab=] 0 2 —58]| 2.2
—2 6 1 3

b
a=5b=—2 r=+29 c="2 =09285, 5= - = —0.3714
T T

0.9285 0 —-0.3714
Gi3 = 0 1 0
0.3714 0 0.9285

5385 —1.3 0.1857 | —1.486
— GusGra[Alp) =] © 2 —58 | 22
0 5942 1.151 | 2.637

a=2,b="5942 1 =6.270, c = * = 0.3190, 5 = b _ 0.0478
T T

1 0 0
Gozs=1 0 0.3190 0.9478
0 —0.9478 0.3190

5385 —1.3 0.1857 | —1.486
— GosG13Gra [Alb = | 0 6270 —0.7590 | 3.201
0 0  5.864 |—1.244

Losen durch Riickwirtseinsetzen:
— x3 = —0.2121, xo = 0.4848, z1 = —0.1515

Bemerkung: In der Praxis ist das explizite Aufstellen der Rotationsmatrizen Gy nicht erforderlich.
Es geniigt die Werte fiir ¢ und s zu kennen, um diese, ohne formale Matrix-Matrix-Multiplikation,

anzuwenden.

3 Householder-Transformationen

Grundaufgabe

Das Prinzip der Householder-Transformation ist dhnlich dem der Givens-Rotation. Statt Drehun-
gen werden beim Householder-Verfahren jedoch Spiegelungen verwendet, und die transformierten



Spaltenvektoren y sind Elemente des R™. Die Grundaufgabe besteht entsprechend darin, eine or-
thogonale Matrix Qy € R™*™ mit

+ ||y [l2
0
Qvy =

zu gegebenem y € R zu finden.

Die Grundaufgabe wird durch die folgdende Darstellung der Transformationsmatrix Qv erfiillt
(Herleitung: Dahmen, Reusken, Numerik fir Ingenieure und Naturwissenschaftler, S. 103):

2
QV :I— m'UUT

v=1y+ ae
a = sign(y1) || v [l
Qvy = —ae'

Anwendung

Die QR-Zerlegung wird durch sukzessive Anwendung der Transformationsmatrizen QQy gewonnen:

R=Qyy-...-QuA=Q"A

Die QR-Zerlegung der Matrix A € R™*"™ durch Householder-Transformationen benotigt %n?’ Ope-
rationen.

Beispiel

[Ap)=1] 4 2 -3]1
-2 6 11 3
3
y=1 4 |, a=sign(y) || ylo=1 /3>+42+(-2)2=5.385
9
3 5.385 8.385
v=y+ae'=| 4 |+ 0 = 4
-2 0 -2



= = =2.215- 1072
b vTv 8.385
(8.385, 4, —2) 4
-2
3 -1 5|2
h:=vT [Alb] = (8.385, 4, —2) | 4 2 3| 1 | =[45.155, —12.385, 27.925| — 18.77]
-2 6 1|3
8.385
r:= Bvh =2.215-10"2 4 [45.16, —12.385, 27.925| — 18.77]
-2

8.385 —2.30 5.186 | —3.486
—r= 4 —1.097 2474 | —1.663
-2 0549 —1.237] 0.8314

—5.385 1.30 —0.1857 | 0.1486
[A[b] := [A]p] — 7 = 0 3.097 —5474 | 2.663
0 5451 2237 | 2.169

3.097 |
- ( 5.451 ) , o= sign(y1) || y ||la=6.270
_ L ( 3.097 6270 \ [ 9.367
vytac = ( 5451 ) T\ 0 ) T\ 5451

2
Bi=-—=170-10""
Vv

3.097 —5.47412.663

T _
=T [Alb] = (9.367, 5.451) { s 451 2937 | 2160

} = [58.7286, —39.08| 36.76]

oo o 9.367 B _ [9.367 —6.233 | 5.864
= Buvh =1.70-10 (5_451 [58.7286, —39.081 36.76) = | .21 2'6on | 3 4196
~5.385 1.30 —0.1857| 1.486
[A|b] := [A]b] — r = 0  —6.270 0.7590 | —3.201
0 0 5.864 | —1.244

Losen durch Riickwirtseinsetzen:
— x3 = —0.2121, xo = 0.4848, z1 = —0.1515

Bemerkung: In der Praxis ist es nicht erforderlich, den jeweils ersten Spaltenvektor mitzuberech-
nen. Dieser ist stets (—a, 0, ... ,O)T. Ferner muss die Matrix r nicht explizit aufgestellt werden.
Stattdessen wird direkt die Matrix [A|b] — r berechnet.

4 Eigenschaften orthogonaler Matrizen

Die Eigenschaften orthogonaler Matrizen konnen Satz 3.41 entommen werden (s. Dozenten-Folien,
Folie 3.68 oder Dahmen, Reusken, Numerik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, S. 94).



