Levenberg-Marquardt-Verfahren

Probleme GauB-Newton
e Fille in denen F’ (x) nicht vollen Rang hat

e Uberschiefen moglich

Losung: Levenberg-Marquardt-Verfahren
e Erweiterung Matrix — stets voller Rang — linearisiertes Problem stets eindeutig l6sbar

e Dampfungsstrategie

Ansatz und Algorithmus siehe Folien 6.15 und 6.17.

Bem: Konvergenzordnung (normalerweise) p = 1

Beispiel: Levenberg-Marquardt-Verfahren

Gegeben:
e Modell:

(& —a)? + (*H9°) _5 =0

o Messwerte:

Gesucht:

Parameter x = ( Z )



Vorgehen:

Bestimme F(2*), F’(2*) durch Einsetzen der Messwerte in das Modell:

(2 — a)? 4 HPH0%) _ 5
F(*) = | (3—a)2 4342 _5
(4 —a)? 4 H@H0%) _ 5

—4+2a  4e*
F'(zF) = | —642a 13e'3
—8+2a 16e%

Hinweis: In der Praxis miissen F(2*) und F’(2*) nicht in dieser ausfiihrlichen Form aufgestellt

werden. Es geniigt jeweils eine Zeile F;(2*) und F/(2*) zu kennen. Simtliche Werte fiir a, b, #; und
7; werden dann wahrend des Programmablaufs eingesetzt.

Lose in jedem Schritt das lineare Ausgleichsproblem:

I3 ) 757)

Im Anschluss daran wird p,, fiir den aktuellen Schritt k£ berechnet:

— min
2

__IFEHIE-IF@Er+sMIE AR sY)
TR~ [FR) + FGR)sE 3~ AR (o, oF)

Hierin bedeuten

e AR (:Uk, sk) . Anderung tatsichliches Residuum
e AR (mk, sk) . Anderung Residuum lineares Modell (Aﬁ (.CEk, sk) > 0)

Akzeptable Korrektur: AR (xk, sk) > 0, d.h. Fehler wird kleiner.

Abhéngig von p, wird im Anschluss entschieden, ob die berechnete Korrektur s beibehalten oder
verworfen wird und inwiefern der Ddmpfungsparameter p angepasst werden muss. Es gilt Gy, 51 € R
mit 0 < By < B < 1. Hier verwenden wir g = 0.2 und g1 = 0.8 .

e p, < PBo: s® wird nicht akzeptiert; p wird verdoppelt (im Allgemeinen auch andere Wahl
moglich) und es wird eine neue Korrektur s* berechnet.

o [o < pu < Bi: s* wird akzeptiert; p wird beibehalten

e p, > Bi: s* wird akzeptiert (nicht neu berechnen); p wird halbiert (im Allgemeinen auch
andere Wahl méglich)

Falls s* verworfen wird (Fall: pu < o), wird das lineare Ausgleichsproblem mit dem neuen Wert
fiir 1 erneut aufgestellt und s* neu berechnet.



Durchfiihrung:

Startwert:

(1)

Gestartet wird mit u® = 1. Der erste Schritt wird im Folgenden ausfiihrlich beschrieben:

e Zuniichst werden F’(z%) und F(z) aufgestellt:

—4+2-4  4e0 4 4
F'a%) =] —6+2-4 1330 | =] 2 13
—8+2-4 16e'60 0 16
(2 — 4) + 0 (2*+0%) _ 5 0
FG% = | 3-42+e03+) _5 | = | -3
(4—4)2+ 0 (47+0%) _ 5 4
e Anschliefend wird das lineare Ausgleichsproblem aufgestellt:
4 4 0
2 13 -3
/(.0 0
H(F(i)>so+<F(g)> —l 0 16 |+ ]| —4 [| = min
" 2 w0 0
0 w 0

2

e Mit dem Dampfungsparameter u” = 1 erhilt man als Lésung des linearen Ausgleichsproblems
0 —0.22266...
S =
0.25418...
e Mit dem (vorliufigen) Wert fiir 2! = 29 + s° liisst sich F(z!) = F(2" + s°) bestimmen:

1[4 " —0.22266... \ 3.777334398
7o 0.25418... ~\ 0.2541899441

(2 = 3.777...) + €0:2541-(2240%) _ 5 0.92314...
Flz') = | (3—3.777..)2 4+ &02541-(3%+2%) _ 5 | = | 22.838...
(4 — 3.777...)2 4 0-2541.-(4240%) _ 5 53.433...

e Zudem muss F(z2°) + F’(2°)s” bestimmt werden:

[ (2—4) 4+ 0400 _5 4424 4et0
F®) + F'(a%)s" = | 3-4)24"C2) _5 | + | —6+2-4 13130 < _0052121686'“ >
(4 — 4)2 4 (42407 _ 5 —8+2-4 1609 '
0.12609...
= | —0.14086...
0.067039...

e Mit diesen Werten kann p,,, berechnet werden:

__ IFEOIE - 1F(«° + )13
P E@EOE - 1 F(20) + F(20)s°]]3

= —134.3190...



e Dap, = —134.3190... < By = 0.2 werden 5% und 2! = 20 + 59 verworfen. Der Démpfungspara-
meter p wird verdoppelt, d.h. u® = 24 = 2-1, und das lineare Ausgleichsproblem wird erneut
aufgestellt. Anschliefend wird p,, erneut berechnet und entschieden, ob die neue Losung s0
verwendet wird. Dieser Vorgang wird ggfs. so lange wiederholt, bis der Fall 8y < p,, < 1 oder
pu = P1 eintritt. Der in diesen Féllen berechnete Wert 2! = 29 + s¥ wird beibehalten und fiir
den neuen Iterationsschritt k = 1 verwendet.

e Im Folgenden sind die weiteren Iterationsschritte tabellarisch aufgelistet. Zu beachten ist, dass
der Fall p, < By im betrachteten Beispiel nur in der Iteration k = 0 auftritt. Daher muss die
Losung ¥ nur in dieser Iteration (mehrmals) verworfen werden. Ab Iteration 7 liegen im
Zéhler und Nenner von p,, sehr kleine Werte vor, weshalb Ausléschung auftritt. In Iteration 8
und 9 wird p,, asymptotisch zu 1.0 gesetzt.

Iteration k Prx ‘ neues /*+! ‘ zF+1 (ggfs. verworfene Werte) ‘

0 -134.3190547 2 < 0552271383;9349481 > (verworfen)
-112.3409631 4 < 03"2841849296065478887 )(verworfen)
-69.95301287 8 < 0%'2839522195461816;16 )(verworfen)
-24.48620988 16 ( 0%'290668611212575062 )(verworfen)
-0.7462026156 32 < 0?T.1949798224147502733 )(Verworfen)
o |0 | (e

1 0.9410590343 8 < 03.‘1909870165024406322 )

2 0.9969713628 4 ( O?Ti907294062028127453 )

3 0.9942238019 2 ( 0%i904255593636649683 >

4 0.9962250017 1 < 03..1902208862670155214 )

5 0.9973927375 0.5 < 0%'1901259315446556270 )

6 0.9970614693 0.25 ( 037'1901259014762271113 )

7 2.000000000 0.125 < 0?7.1901259014722593810 )

8 10 0-0625 ( 0:3.i9012590;l72259277,§) )

) L0 0-03125 < 03.‘1901259014722592779 )

Bezogen auf die gewéhlte Anzahl an signifikanten Stellen erfolgte von der 8. zur 9. Iteration keine
Verinderung mehr. Man erhiilt das Ergebnis: (& — 3.915042527)° 4 e0-1020172079(%4+9%) _ 5 _ 9



