Rechenaufwand der LR— und LDL! -
Zerlegung
(Auszug 5. GroBiibung)

1 Ruckwartseinsetzen

Der Algorithmus kann der Folie 3.20 entnommen werden. Dieser kann in die folgenden Rechenope-
rationen aufgesplittet werden:
Fir jedes j=n—1,...,1:

e n — j Multiplikationen /Additionen und eine Division
e Ausnahme: fiir j = n erfolgt nur eine Division

Insgesamt ergibt sich:

° Z;le (n—j)= @ Multiplikationen /Additionen

e 1 Divisionen

Beachte:

Wir werden im Folgenden nur die Multiplikationen und Divisionen zdhlen. Der hohere Aufwand
bei einer Division im Vergleich zur Multiplikation wird nicht beriicksichtigt, da die Anzahl der
Divisionen in den verwendeten Algorithmen stets um eine Grofenordnung geringer ist als die Anzahl
der Multiplikationen.

Aufwandsabschatzung:

Es ergibt sich ein Aufwand von

n(n—1)
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Rechenoperationen (d.h. Multiplikationen oder Divisionen).

2 Vorwartseinsetzen

Der Aufwand fiir das Vorwértseinsetzen ist vergleichbar mit dem Riickwértseinsetzen, allerdings
entféllt aufgrund der Normierung der unteren Dreiecksmatrix L die Division.
Insgesamt ergibt sich:

. Z;le (n—j)= @ Multiplikationen /Additionen



Aufwandsabschatzung:

Bei alleiniger Betrachtung der Multiplikationen ergibt sich ein Aufwand von

—1 1 1 1

Rechenoperationen.

3 GauR-Elimination zur Erzeugung von L und R

Der Algorithmus der LR-Zerlegung (durch Gauf-Elimination) ist in Folie 3.25 beschrieben. Fiir eine
LR-Zerlegung ohne Pivotisierung und Zeilenskalierung ergeben sich die folgenden Rechenoperatio-
nen:

Fiir jedes j =1,...,n — 1:

e Eintrége in L: (n — j) Divisionen

e Eintriige in R: (n — j)? Multiplikationen /Additionen

Aufwandsabschatzung:

Bei alleiniger Betrachtung der Multiplikationen und Divisionen ergibt sich ein Aufwand von
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4 Zeilenskalierung

Bei der Zeilenskalierung werden die folgenden Rechenoperationen zur Bestimmung der Diagonali-
sierungsmatrix D, durchgefiihrt:

e Zeilensummenberechnung: n(n — 1) Additionen
e Berechnung der d;; aus den Zeilensummen: n Divisionen

Bei der Anwendung der Diagonalisierungsmatrix auf die Matrix A des Gleichungssystems ergeben
sich die folgenden Rechenoperationen:

e Skalierung aller Elemente der Matrix A: n? Multiplikationen

Aufwandsabschatzung

Bei der Zeilenskalierung ergibt sich ein Gesamtaufwand in Héhe von n? + O(n) Multiplikatio-
nen/Divisionen.



5 Einige Folgerungen:

Gesamtaufwand fiir die LR-Zerlegung und Vorwarts-/Riickwartseinsetzen:
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Bei einer neuen rechten Seite ergibt sich ein zusétzlicher Aufwand in Hohe von n? Operationen

fir das Vorwéarts- und Riickwéartseinsetzen.

Zum Vergleich: Klassiche GauB-Elimination inkl. der rechten Seite:

o Aufwand Gauf-Elimination: Z;L;ll [(n—j)n+1=34)+(n—j)]=3n*+3n?—2n

o Aufwand Riickwéirtseinsetzen: %nQ + %n

Mit insgesamt;: %n?’ +n?— %n Operationen ist der Aufwand fiir die klassische Gauf-Elimination bei
einer (und ggfs. weiteren im Voraus bekannten) rechten Seite(n) identisch mit dem Aufwand der
LR-Zerlegung. In der Praxis (z.B. vereinfachtes Newton-Verfahren) tritt jedoch héufig der Fall auf,
dass sich die rechte Seite b des Gleichungssystems Ax = b dndert, wahrend die Matrix A unverdndert
beibehalten wird. In diesem Fall ist die LR-Zerlegung deutlich effizienter, da die Dreiecksmatrizen
L und R auch bei verdnderter rechter Seite beibehalten werden kénnen.

Aufwand fiir die Berechnung der Inversen A!

Die Inverse A~! des Gleichungssystems Az = b wird bestimmt, indem die LR-Zerlegung der Ma-
trix A berechnet wird und anschlieftend die Spaltenvektoren der Einheitsmatrix als rechte Seite b
eingesetzt werden. Die sich ergebenden Losungsvektoren z bilden die Inverse A1

Als Aufwand ergibt sich:

1
LR-Zerlegung 3 n?
1
Vorwartseinsetzen n- 5712
1
Riickwartseinsetzen n - 5712
4
Summe : 3 n3



Aufwand fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation

Die Matrix-Vektor-Multiplikation wird z.B. bei der Berechnung = A~'b benétigt. Es ergibt sich

ein Aufwand von

’I’L2

Rechenoperationen (genauer: Multiplikationen).

= Die Vektor-Matrix-Multiplikation bei der Losung des Gleichungssystems Ax = b durch die In-
verse A~1 ist genauso aufwiindig wie die Losung des Gleichungssystems durch Vorwirts-/Riickwiirtseinsetzen.
Die Berechnung von & = A~'b ist jedoch deutlich aufwindiger als die Durchfiihrung der entspre-
chenden LR-Zerlegung (s.o.). Daher wird in der Praxis die Bestimmung der Inversen vermieden.

6 Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung ist in den Folien 3.57 und 3.58 beschrieben. Es ergeben sich die folgenden
Rechenoperationen:

Die Elemente dj;l;; aus DL werden gesondert betrachtet, da deren Wert im Algorithmus wie-
derholt bendtigt wird. Aufgrund des sich ergebenden geringeren Aufwands, ist eine Speicherung
dieser Werte sinnvoll.

Fiir jede Zeile k =1,...,n von LT:

e (n — k) Multiplikationen
Fiir die Diagonalelemente dg der Matrix D:
Fir jedes k =1, ..., n:
e (k — 1) Multiplikationen, falls lj;d;; bekannt ist
e 1+ (k—2) Additionen
Fiir die Elemente l;;, mit i # k der Matrix L (und LT). Die Diagonalelemente mit i = & miissen

nicht berechnet werden, da es sich bei L um eine normierte untere Dreieicksmatrix handelt:
Fiir jede Spalte k = 1,...,n mit je (n — k) Eintréagen:

e (n— k) (k— 1) Multiplikationen
e (n — k) Divisionen

e (n—k)[1+ (k—2)] Additionen

Aufwandsabschatzung:

Bei alleiniger Betrachtung der Multiplikationen und Divisionen ergibt sich ein Aufwand von:
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