1. GroRiibung

Normen/Vektornomen

1 Definition

Definition s. Folie 2.9

e (N1): Positivitat, Definitheit
* (N2): absolute Homogenitat
* (N3): Dreiecksungleichung

Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen:
e +yl < [x| + yl

Folie 2.12
— verschiedene Normen lassen sich gegenseitig abschidtzen

2 Beispiele fiir Vektornormen

2.1 p-Normen:
Allgemein:
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2.2 Betragssummennorm (1-Norm):
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2.3 Maximumsnorm (co-Norm):
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2.4 Einheitssphiren
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3 Aufgabe (Auszug A2.18)

Welche der folgenden Abbildungen definieren Normen im R??

X — |xq]

%
(N1) 2B. x <2) lx] = x| = 0] % x= 0

— keine Norm

x — 5|x1| + 2 x|

(N1)
[x|| =5]x1| +2|x2| >0, Vx € IRZ_>OK
x= 0 :5/|0[+2|0]=0, =x= 0 OK

(N2)

lax]| = 5{axi| +2|axz| = |a], (5]x1| +2[x2f) = |a] - |x] OK
(N3)

x,y € R?

Ix+yl =5lx1+ 1] +2[x2+ 2 < Glaa] +2)x2]) + G lya| +2y2l) = x| + [y] OK
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Operatornormen /Matrixnormen

4 Definition Operatornorm

Definition s. Folie 2.24

L(x)
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5 hier: Matrixnormen

5.1 Beispiele fiir Matrixnormen:

Sei X € R", Y € R", B € R"*" eine (m x n)-Matrix. Stattet man X und Y mit der p-Norm fiir
1 < p < co aus, bezeichnet man die entsprechende Operatornorm kurz als B, := ||B| x_,y-

e Zeilensummennorm:

n
IBll, = max Y |bjxl
i=1,...,m =1

2 -3
LBB_<11>JBM—5

¢ Spaltensummennorm:

m
IBll; = max Y |byl
i=1,..,1 k=1

2 -3
zBB_<1]>4wm_4

¢ 2-Norm(Spektralnorm):
A e R™", |Al, = VAmax(ATA), Amax: groBter Eigenwert

(2 =3\ ,;, (5 -5
a=(3 )= (5 )




Eigenwerte:

5—A -5
det<_5 10_0:0;» (5—A)(10—A)—25=0

— M =3(15-5V3), A, = 1(154+5V/3)
— [All, = /3(15+5V3)

5.2 Eigenschaften von Matrixnormen mit A, B € R"*":

Submultiplikativitat:

|A-B| < |A[-[B]

Ferne gilt auch hier:

|A| =0 A=0¢cR™
IA- Al =[A[-[|A], A € R
|A+B| < |A] + |B]



Landau-Symbol

6 Definition

Definition s. Folie 2.14, (,,="ist Kurzschreibweise)

g(x) = o (h(x))

x — 00 : ,¢(x) wéchst nicht wesentlich schneller als /(x)”
x — 0:,9(x) fallt nicht wesentlich schneller als /(x)“

7 Beispiel

g(x):3x3—|—2x2+x+4:(7( x3 ) (x = o)
h(x)

xe€R, gh:R—=R
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]33(3 +2x2 —i—x—i—4] < 4|x3| (x — o0)
— 8(x) = o(x%)

8 Beispiel:

g(x) =x*+3x=0c(x) (x—=0)
xe€R, ggh:R—=R
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‘x2—|—3x} <4l|x| (x —0)
— 8(x) = o(x)



Taylorentwicklung

9 Definition

Definition s. Folie 2.16 {, s. Folie 2.17

f(%) = pr-1 (%) + Re(%)
Lagrange-Form des Restglieds:

Re(%) = L& (x — x)k, 7 € (x,%)

Skizze Mittelwertsatz:

Schreibweise (Fall f : R" — R)
X1 X1

x” Xn
df(x) -
dn X1 — X1
+ : :
df(x) X, — Xn
dx,
N———

V£(x)

1, _ N
+ E(xl—xl,...,xn—xn)

+ o(Jx—xl3) (F—2)

Lix) L P
dX1d.X1 m
Pfx) 0 df)
dx,dx; dx,dx,

f"(x): Hesse-Matrix



Kondition eines Problems

10 Herleitung

Taylorentwicklung:

F2) = Fx) + (3= 0)TVF() = F(0) + & S (0)(F - x)

j=1
< - & df(x ~
= [®-fx) =r% §-y)
—_— j=1 ] N—_——
abs. Fehler der Ausgabe abs. Fehler der Eingabe
fi(x)
£~ f() df () % 5%
— . j ]
= - - - = JR [EESE
) L& 700 X
— _ ——
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rel. Fehler der Ausgabe rel.FehlerderEingabe

Fehlervertirkung — Groflenordnung der Einzelableitungen

) n
< Krel(x) Z

j=1

X=X

FEO—f()
= ) &)

i

mit x,, (x) = m]ax i (x)]|

,Die Kondition beschreibt den unvermeidbaren Fehler bei exakter Rechnung.”




