
12. Großübung

Fortsetzung: nichtlinearer Ausgleich

1 Bemerkung: Eindeutigkeit

Das linearisierte Problem
‖F′(xk)sk + F(xk)‖2 → min

sk

für eine gegebene Iterierte xk hat genau dann eine eindeutige Lösung, wenn die Jacobimatrix F′(xk)
vollen Rang hat.

Ist dies nicht der Fall, so wird in der allgemeinen Formulierung des Gauß-Newton-Verfahrens
die Lösung sk mit minimaler 2-Norm ausgewählt. Die Lösung des Problems mit dieser zusätzlichen
Bedingung an sk (was z.B. mittels einer Singulärwertzerlegung geschehen kann) ist aber im All-
gemeinen mit mehr Aufwand verbunden als die direkte Lösung im Fall mit vollem Rang über
Normalgleichungen oder QR-Zerlegung.

(Achtung: Eindeutige Lösbarkeit der linearisierten Probleme erlaubt keine Rückschlüsse auf die
eindeutige Lösbarkeit des zugrundeliegenden nichtlinearen Problems!)

1.1 Probleme Gauß-Newton

• Fälle in denen F′ (x) nicht vollen Rang hat sind schwieriger zu behandeln,

• Im Allgemeinen nur lokale Konvergenz, “Überschießen” (zu große Schritte) ist möglich

2 Lösung: Levenberg-Marquardt-Verfahren

• Erweiterung Matrix→ stets voller Rang→ linearisiertes Problem stets eindeutig lösbar

• Dämpfungsstrategie

Ansatz und Algorithmus siehe Folien 6.15 und 6.17.

Bem: Konvergenzordnung (normalerweise) p = 1
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3 Beispiel: Levenberg-Marquardt-Verfahren

3.1 Gegeben:

• Modell:

(x̂− a)2 + eb(x̂2+ŷ2) − 5 = 0

• Messwerte:

x̂i 2 3 4
ŷi 0 2 0

3.2 Gesucht:

Parameter x =

(
a
b

)

3.3 Vorgehen:

Bestimme F(xk), F′(xk) durch Einsetzen der Messwerte in das Modell:

F(xk) =

 (2− a)2 + eb(22+02) − 5
(3− a)2 + eb(32+22) − 5
(4− a)2 + eb(42+02) − 5



F′(xk) =

 −4 + 2a 4e4b

−6 + 2a 13e13b

−8 + 2a 16e16b


Hinweis: In der Praxis müssen F(xk) und F′(xk) nicht in dieser ausführlichen Form aufgestellt

werden. Es genügt jeweils eine Zeile Fi(xk) und F′i (xk) zu kennen. Sämtliche Werte für a, b, x̂i und
ŷi werden dann während des Programmablaufs eingesetzt.

Löse in jedem Schritt das lineare Ausgleichsproblem:∥∥∥∥( F′(xk)
µI

)
sk +

(
F(xk)

0

)∥∥∥∥
2
→ min

Im Anschluss daran wird ρµ für den aktuellen Schritt k berechnet:

ρµ :=
‖F(xk)‖2

2 − ‖F(xk + sk)‖2
2

‖F(xk)‖2
2 − ‖F(xk) + F′(xk)sk‖2

2
=:
4R

(
xk, sk)

4R̃ (xk, sk)

Hierin bedeuten
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• 4R
(
xk, sk) : Änderung tatsächliches Residuum

• 4R̃
(
xk, sk) : Änderung Residuum lineares Modell

(
4R̃

(
xk, sk) ≥ 0

)
Akzeptable Korrektur: 4R

(
xk, sk) > 0, d.h. Fehler wird kleiner.

Abhängig von ρµ wird im Anschluss entschieden, ob die berechnete Korrektur sk beibehalten
oder verworfen wird und inwiefern der Dämpfungsparameter µ angepasst werden muss. Es gilt
β0, β1 ∈ R mit 0 < β0 < β1 < 1. Hier verwenden wir β0 = 0.2 und β1 = 0.8 .

• ρµ ≤ β0: sk wird nicht akzeptiert; µ wird verdoppelt (im Allgemeinen auch andere Wahl
möglich) und es wird eine neue Korrektur sk berechnet.

• β0 < ρµ < β1: sk wird akzeptiert; µ wird beibehalten

• ρµ ≥ β1: sk wird akzeptiert (nicht neu berechnen); µ wird halbiert (im Allgemeinen auch
andere Wahl möglich)

Falls sk verworfen wird (Fall: ρµ ≤ β0), wird das lineare Ausgleichsproblem mit dem neuen Wert
für µ erneut aufgestellt und sk neu berechnet.

3.4 Durchführung:

Startwert:

x0 =

(
4
0

)
Gestartet wird mit µ0 = 1. Der erste Schritt wird im Folgenden ausführlich beschrieben:

• Zunächst werden F′(x0) und F(x0) aufgestellt:

F′(x0) =

 −4 + 2 · 4 4e4·0

−6 + 2 · 4 13e13·0

−8 + 2 · 4 16e16·0

 =

 4 4
2 13
0 16



F(x0) =

 (2− 4) + e0·(22+02) − 5
(3− 4)2 + e0·(32+22) − 5
(4− 4)2 + e0·(42+02) − 5

 =

 0
−3
−4


• Anschließend wird das lineare Ausgleichsproblem aufgestellt:

∥∥∥∥( F′(x0)
µI

)
s0 +

(
F(x0)

0

)∥∥∥∥
2
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


4 4
2 13
0 16
µ 0
0 µ

 s0 +


0
−3
−4
0
0


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

→ min

• Mit dem Dämpfungsparameter µ0 = 1 erhält man als Lösung des linearen Ausgleichsproblems

s0 =

(
−0.22266...
0.25418...

)
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• Mit dem (vorläufigen) Wert für x1 = x0 + s0 lässt sich F(x1) = F(x0 + s0) bestimmen:

x1 =

(
4
0

)
+

(
−0.22266...
0.25418...

)
=

(
3.777334398
0.2541899441

)

F(x1) =

 (2− 3.777...) + e0.2541...·(22+02) − 5
(3− 3.777...)2 + e0.2541...·(32+22) − 5
(4− 3.777...)2 + e0.2541...·(42+02) − 5

 =

 0.92314...
22.838...
53.433...


• Zudem muss F(x0) + F′(x0)s0 bestimmt werden:

F(x0) + F′(x0)s0 =

 (2− 4) + e0·(22+02) − 5
(3− 4)2 + e0·(32+22) − 5
(4− 4)2 + e0·(42+02) − 5

+

 −4 + 2 · 4 4e4·0

−6 + 2 · 4 13e13·0

−8 + 2 · 4 16e16·0

( −0.22266...
0.25418...

)

=

 0.12609...
−0.14086...
0.067039...


• Mit diesen Werten kann ρµ0 berechnet werden:

ρµ0 :=
‖F(x0)‖2

2 − ‖F(x0 + s0)‖2
2

‖F(x0)‖2
2 − ‖F(x0) + F′(x0)s0‖2

2
= −134.3190...

• Da ρµ = −134.3190... ≤ β0 = 0.2 werden s0 und x1 = x0 + s0 verworfen. Der Dämpfungspara-
meter µ wird verdoppelt, d.h. µ0 = 2µ0 = 2 · 1, und das lineare Ausgleichsproblem wird erneut
aufgestellt. Anschließend wird ρµ0 erneut berechnet und entschieden, ob die neue Lösung s0

verwendet wird. Dieser Vorgang wird ggfs. so lange wiederholt, bis der Fall β0 < ρµ < β1
oder ρµ ≥ β1 eintritt. Der in diesen Fällen berechnete Wert x1 = x0 + s0 wird beibehalten und
für den neuen Iterationsschritt k = 1 verwendet.

• Im Folgenden sind die weiteren Iterationsschritte tabellarisch aufgelistet. Zu beachten ist, dass
der Fall ρµ ≤ β0 im betrachteten Beispiel nur in der Iteration k = 0 auftritt. Daher muss die
Lösung xk nur in dieser Iteration (mehrmals) verworfen werden. Ab Iteration 7 liegen im
Zähler und Nenner von ρµ sehr kleine Werte vor, weshalb Auslöschung auftritt. In Iteration 8
und 9 wird ρµ asymptotisch zu 1.0 gesetzt.
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Iteration k ρµk neues µk+1 xk+1 (ggfs. verworfene Werte)

0 -134.3190547 2
(

3.777334398
0.2541899441

)
(verworfen)

-112.3409631 4
(

3.814266488
0.2489905787

)
(verworfen)

-69.95301287 8
(

3.892156864
0.2352941176

)
(verworfen)

-24.48620988 16
(

3.968122786
0.2066115702

)
(verworfen)

-0.7462026156 32
(

3.999244523
0.1478217073

)
(verworfen)

1.537651109 16
(

4.002922047
0.07022339523

)
1 0.9410590343 8

(
3.997152462

0.1080604032

)
2 0.9969713628 4

(
3.979022175

0.1024608243

)
3 0.9942238019 2

(
3.945533698

0.1025966463

)
4 0.9962250017 1

(
3.920827151

0.1028660524

)
5 0.9973927375 0.5

(
3.915354567

0.1029146520

)
6 0.9970614693 0.25

(
3.915046211

0.1029172713

)
7 2.000000000 0.125

(
3.915042531

0.1029172980

)
8 1.0 0.0625

(
3.915042527

0.1029172979

)
9 1.0 0.03125

(
3.915042527

0.1029172979

)

Bezogen auf die gewählte Anzahl an signifikanten Stellen erfolgte von der 8. zur 9. Iteration keine
Veränderung mehr. Man erhält das Ergebnis: (x̂− 3.915042527)2 + e0.1029172979(x̂2+ŷ2) − 5 = 0
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Interpolation:

4 Allgemeines

Siehe Folien 8.1,8.2 und 8.3

5 Basen:

Es existieren verschiedene Darstellungsformen für Polynome:

• monomiale Basis: 1, x, x2, ...
→ Koeffizienten können als Lösung eines linearen Gleichungssystems (Vandermonde-Matrix)
berechnet werden.

• Lagrangesche Basis: z.B. für n=2:

l0,2 = (x−x1)(x−x2)
(x0−x1)(x0−x2)

, l1,2 = (x−x0)(x−x2)
(x1−x0)(x1−x2)

, l0,2 = (x−x0)(x−x1)
(x2−x0)(x2−x1)

x0 x1 x2

f (x0) f (x1) f (x2)

p3(x) = f (x0) · l0,2 + f (x1) · l1,2 + f (x2) · l2,2

Lagrange-Interpolationsformel ( n
Div

+ n− 1
Mult.

+ 1)(n + 1) = O(n2)

• Newtonsche Basis: 1, x− x0, (x− x0)(x− x1), ...
→Newtonsche Interpolationsformel (dividierte Differenzen)

⇒ Das (Lagrange-)Interpolationsproblem ist eindeutig lösbar.
⇒ alle Darstellungen können ineinander umgeformt werden.

6 Effiziente Auswertung von Polynomen: Horner-Schema (nested
iteration)

Siehe Folie 8.11. Aufwand: Horner: n , Potenzform: 1
2 n2
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7 Neville-Aitken

Schema s. Folie 8.7/8.6

→ Auswertung des Interpolationspolynoms, ohne es explizit aufzustellen.

Aufwand:

2 · n + 2 · (n− 1) + 2 · (n− 2) + ... + 2 = n2

7.1 Beispiel:

p( f (x0, ..., x3))(3) = p3(3) =?

pi,0 pi,1 pi,2 pi,3
0 0
1 1 3
2 -1 -3 -6
4 2 1

2 − 2
3 -2

p1,1 = p1,0 + (x− x1)
p1,0 − p0,0

x1 − x0
= 1 + (3− 1)

1− 0
1− 0

= 3

p2,1 = p2,0 + (x− x2)
p2,0 − p1,0

x2 − x1
= −1 + (3− 2)

−1− 1
2− 1

= −3

p3,1 = p3,0 + (x− x3)
p3,0 − p2,0

x3 − x2
= 2 + (3− 4)

2− (−1)
4− 2

=
1
2

p2,2 = p2,1 + (x− x2)
p2,1 − p1,1

x2 − x0
= −3 + (3− 2)

−3− 3
2− 0

= −6

p3,2 = p3,1 + (x− x3)
p3,1 − p2,1

x3 − x1
=

1
2
+ (3− 4)

1
2 − (−3)

4− 1
= −2

3

p3,3 = p3,2 + (x− x3)
p3,2 − p2,2

x3 − x0
= −2

3
+ (3− 4)

− 2
3 − (−6)
4− 0

= −2︸︷︷︸
Erg.

⇒p3(3) = −2
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8 Newton Schema/ Dividierte Differenzen

8.1 Schema:

Schema siehe Folien 8.12, 8.13, 8.14.

8.2 Hornerartige Darstellung:

P( f (x0, ...xn))(x) = [x0] f + (x− x0)([x0, x1] f + (x− x1)([x0, x1, x2] f + (x− x2)(... + (x− xn−1)[x0, ..., xn] f )))

→ effizienter auswertbar

8.3 Beispiel:

xi f (xi) 1 2 3 4
0 0

1−0
1−0 = 1

1 1 −2−1
2−0 = − 3

2
−1−1
2−1 = −2

7
6−(−

3
2 )

4−0 = 2
3

2 -1
3
2−(−2)

4−1 = 7
6

− 7
12−

2
3

5−0 = − 1
4

2−(−1)
4−2 = 3

2
− 7

6−
7
6

5−1 = − 7
12

4 2 −2− 3
2

5−2 = − 7
6

0−2
5−4 = −2

5 0

p3(x) = 0 + 1(x− 0)− 3
2
(x− 0)(x− 1) +

2
3
(x− 0)(x− 1)(x− 2)

= 0 + (x− 0)(1 + (x− 1)(−3
2
+ (x− 2)

2
3
))

⇒ p4(x) = 0 + (x− 0)(1 + (x− 1)(−3
2
+ (x− 2)(

2
3
+ (x− 4)(−1

4
))))

8.4 Eigenschaften Newton-Schema:

• Aufwand allgemein: 1
2 n2

→ geringer als Neville-Aitken

• geringer Aufwand bei hinzunahme weiterer Stützstellen

• Stützstellen müssen nicht sortiert sein, d.h. Reihenfolge beliebig (gilt auch für Neville-Aitken)
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9 Fehlerschranken:

9.1 Allgemeine Form:

max
x∈[c,d]

| f (x)− P( f |x0, ..., xn)(x)| ≤ max
x∈[c,d]

|
n

∏
j=0

(x− xj)| · max
ξ∈[a,b]∪[c,d]

| f
(n+1)(ξ)

(n + 1)!
|

[c, d]: hier wird ausgewertet.
[a, b]: hier wird interpoliert.

Anmerkung: [c, d] und [a, b] können identisch sein müssen es aber nicht!

Einfachere Variante Abschätzung Knotenpolynom:

max
x∈[c,d]

n

∏
j=0
|x− xj|

|x− xj| jeweils einzeln für ’worst case’ abschätzen (Keine Kurvendiskussion notwendig)

9.2 Fehler an der Stelle
_
x:

Ersetze [c, d] durch
_
x

| f (_
x)− P( f |x0, ..., xn)(

_
x)| ≤

n

∏
j=0
|_x− xj| · max

ξ∈[a,b]
| f

(n+1)(ξ)

(n + 1)!
|

9.3 Bemerkung:

Wahl der Stützstellen bei Auswertung an der Stelle
_
x

→ häufig wird nur das Knotenpolynom minimiert (Term mit Ableitung vernachlässigt)

→ Stützstellen mit möglichst geringem Abstand wählen.
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9.4 Beispiel:

f (x) = cos(x)
i 0 1 2 3
xi 0 0.25 0.5 0.75

Ges.: Schranke für Fehler

1) an der Stelle
_
x = 0.2

2) im Intervall [−0.5, 0.5]

3) im Intervall [x1, x2] = [0.25, 0.5]

Lösung:

1)

n = 3→ f (n+1)(x) = cos(4)(x) = cos(x), max
ξ∈[0,0.75]

|cos(ξ)| = 1

⇒ | f (0.2)− P3(0.2)| ≤ |0.2− 0| · |0.2− 0.25| · |0.2− 0.5| · |0.2− 0.75| · max
ξ∈[0,0.75]

| cos(4)(ξ)
4!

| = 6.99 · 10−5

2)

max
x∈[−0.5,0.5]

| f (x)− P3(x)| ≤ max
x∈[−0.5,0.5]

n

∏
j=0
|x− xj| · max

ξ∈[−0.5,0.75]
| cos(4)(ξ)

4!
|

≤ |0.5− 0| · | − 0.5− 0.25| · | − 0.5− 0.5| · |0.5− 0.75| · 1
24

= 1.95 · 10−2

Alternativ:

max bestimmen→ genauere Abschätzung des Knotenpolynoms:

max
x∈[−0.5,0.5]

|
n

∏
j=0

(x− xj)| = max
x∈[−0.5,0.5]

|(x− 0) · (x− 0.25) · (x− 0.5) · (x− 0.75)|

= max
x∈[−0.5,0.5]

| x4 − 1.5x3 + 0.6875x2 − 0.09375x︸ ︷︷ ︸
h(x)

|

Extremwertsuche:

h′(x) !
= 0

⇒4x3 − 1.5x2 + 0.6875x2 − 0.09375x = 0
⇒x = 0.375∨ x = 0.65451∨ x = 0.09549
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h(0.375) = 0.002197
h(0.09549) = −0.003906

0.65451 /∈ [−0.5, 0.5]

Ränder:

h(0.5) = 0
h(−0.5) = 0.46875

→ max
x∈[−0.5,0.5]

| f (x)− p3(x)| ≤ 0.46875 · 1
24
− 1.95 · 102

Hier zufällig genauso gut wie grobe Abschätzung.

3)

max
x∈[0.25,0.5]

| f (x)− p3(x)| ≤ max
x∈[0.25,0.5]

∏
j=0

n|x− xj| · max
ξ∈[0,0.75]

| cos(4)(ξ)
4!

|

≤ |0.5− 0||0.5− 0.25||0.25− 0.5||0.25− 0.75| · 1
24

= 6.51 · 10−4
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