13. GroBiibung

Numerische Integration ('Quadratur’)

1 Newton-Cotes-Formeln

— ersetze f(x) durch analytisch integrierbares Polynom s. Folie 10.9

1.1 Eigenschaften:

¢ dquidistante Stiitzstellen
— 'einfache Berechnung der Gewichte/ der normierten Stiitzstellen’

* exakt fiir Polynome von Grad m bzw. m + 1

1.2 Beispiel:

analytisch (zum Vergleich):
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1.2.1 Mittelpunktsregel: (m=0)

1
x0:C+h€0:1+2'§:2

Ip=h-1-f(xo) =2-f(2) = 0.07326...

Fehlerabschatzung:

1
o =11 < o 2P|l f"loe,  wobei]| [l = x’gﬁfg]lf(@\

1! :7
fgﬁféﬂf (x)]

— Extremwertsuche:

42
Oéf//(x)yg 4y2_12y—|—3£0:>y1,2:§:|: (%)2_7:

=x15 = +1.651, x34 = +0.5246 ¢ [c,d]

|f”(x1,2)| = 0.5302
Randwerte:

If"(c)] = 0.7358, |f"(d)| = 0.011
=" [l = 0.7358..

=|lp—1| < % -0.7358.. = 0.2452...
tatsdchlicher Fehler: |0.07326... — 0.1838...| = 0.1106...

1.2.2 Trapezregel: (m=1)
xo=c+higy=14+2-0=1
x1=c+hii=14+2-1=3

h:gqu@+ﬂm»:o%wm

Fehlerabschédtzung;:

1 8
— I < =13 = — - 0. o =0.
= 1] < | f"lleo = 5 - 0.7358... = 0.4905

tatsdchlicher Fehler: |0.3682... —0.1838...| = 0.1843...



1.2.3 Simpson-Regel: (m=2)
XQ:C—FhCo:l—FZ'O:l
1
X1:C+h(§1:1+2'§:2
x2:c+h§2:1+2-1:3

b= 2 (f(x0) + 4 (1) + () = 5 (F(1) +4(2) + £(3)) = 0A7159..

[SS AN

Fehlerabschétzung;:

max |9 (x)] =2

x€lcd
— Extremwertsuche:

2
0= O (x) "= 87 — 60y> + 90y — 15 = 0
= x15 = £2.350..., X34 = £0.4360... ¢ [c,d], x56 = £1.335

F®) (x12)] = 0.9969..., |f)(x55)| = 7.133...
1F@(c)| = 1.1471..., |f¥(d) = 0.2354...
= f#]|e = 7.133...

1 32
I < 1O fW oo = 2oo-7.133... = 0.07926...
L= 1| < gesh®lIf ¥l = 5057133 = 007926

tatsachlicher Fehler: |0.17159... — 0.1838...| = 0.0122...

2 Summierte Newton-Cotes-Formeln:
Newton-Cotes-Formeln: Wie Genauigkeit steigern bei grofem Intervall [a, b]?

— Erhohung des Polynomgrades nicht sinnvoll (Oszillationen)
— [a,b] unterteilen in n gleichgroBe Teilintervalle [t;_1, f|

n n om
~ ) /Pm,k(X)dx =h) Y ¢ flte1+h-5))
k=14 k=1j=0
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mit h := ,tk:a+k-h

Hinweis: Die urspriingliche symbolische Notation [ I, in der GroBiibung fiithrte zu haufigen
Riickfragen und wurde daher durch I}, ersetzt ( f I,;; ist hier symbolische Schreibweise fiir summierte
Formel, kein exaktes oder approximiertes Integral von I;).



2.1 Beispiele: Durchfiihrung der Summation

2.1.1 Summierte Mittelpunktsregel: (m=0)

tk 1+tk L

Z a+ k—fh)

IO:hZf

Fehler:

. 3 (b_‘l)3 (2)

Hinweis: || f?) || wird im Intervall [a, b] bestimmt.

2.1.2 Summierte Trapezregel: (m=1)

i fte—1) + f(te)] = h f(za)—k’ff(tz%—kh)—i—f(zb)
k= k=1

Fehler:

. 3 _ (b—a) (2)

oo

Hinweis: || f?) || wird im Intervall [a, b] bestimmt.

2.1.3 Summierte Simpson-Regel: (m=2)

[ fteo1 +4f (t 1+h)+f(tk)]

f(a )+4f(a+h ) + Z [Zf a+kh)+4f(a—|—(k+1) )] + f(b)

Fehler:

L—1I| < o G %0

Hinweis: || f*) || wird im Intervall [a, b] bestimmt.




2.2 Beispiele: Anwendung der summierten Newton-Cotes-Formeln

3
Iz/xe—xzdx;»a:L b=3,e=102 n=2, I' =2
1

2.2.1 Summierte Mittelpunktsregel: (m=0)

(b—a)’ o \/<b —a)’
o < >4/ [ f@ | = 4.1...
aufrunden! 5 reicht sicher = h = b ; 4 _ %

Ig=h f(g) +f(§) +f(1€0) +f(15—2) +f(15—4) = 0.18131...

|I; — 1| =255..-107% < 1072

2.2.2 Summierte Trapezregel:(m=1)

(b—a)® o, !\/(b—a)?’
< > ?)|leo = 7.003...
oz 1V llee < € & m 2/ o= 1Pl = 7.003
. . b—a 1
= n = 8 reicht sicher aus = h = — =1

=0 P Gy p ) vt 1) 4 1) = 0858
I8 -1 =192..-107% < 1072

2.2.3 Summierte Simpson-Regel: (m=2)

1
(b—a)P® @, L —=a)® oy )
o < > o0 =1.67...
28800t 11 o =€ m = | Tggpe 117 167
= n = 2 reicht sicher aus = h = b;a =1
, h 3 5
15 = f(1)+4f(§)+2f(2)++4f(§)+f(3) =0.1822...

13 -1 =1.67..-107% < 1072



3 GauBR-Quadratur

3.1 Problem Newton-Cotes:

Fiir grofses m: Gewichte c; mit wechselnden Vorzeichen — Ausldschung.

3.2 GauB-Quadratur

* positive Gewichte w; ,i =0, ...,m

e Stiitzstellen xo, ...x;; nicht mehr dquidistant

= 2m + 2 Freiheitsgrade verfiigbar

Die 2m + 2 Freiheitsgrade werden verwendet um ein Polynom vom Grad 2m + 1 (eindeutig be-
stimmt durch 2m + 2-Werte) exakt wiederzugeben.

— hoherer Exaktheitsgrad als Newton-Cotes: 2m + 1 <+ m bzw. m 41

4 Integraltransformationen

Geg.: Integrationsvorschrift auf Intervall [c, d]

b
Ges.: Wert des Integrals auf [a,b] : [ f(x)dx =?

Transformation:

teled ™ xelab

x(t) : affine (langentreue) Abbildung

x(t) : ;:ib—k Z:Za
b b=x(d) d
[fax= [ fedxe= [ )« v
. a=x(c) ¢ s

d.
= E/\@ /g(t)dt

hier: const. €

Fiir ein Beispiel sei auf die Aufgabe 5 aus der Klausur Herbst 2008 verwiesen.



