3. Groliibung

Stabilitat

1. Beispiel (A2.3)

flpg)=—5+\ 7 —4 (x* + px+q=0)

p=-123, g=04 (4-stellige GPA)

p p
pr=15130,  Fo—amss,  B—g-a7s3,

p? p

— —g=06151, —= =61.5,

g 1 2

2 =123.0 = 122.996
Py P —q= . . exakt : 4! 3
2 4 xp = —0.01 Ausloschung!!! X, =3.25-10"
1.1. Kondition:
gf - _; P~ 460
P b —q
of _ 1 L F0.008
aq 2 p?
T 4



1.2. Problem: Ausléschung

Ausweg: Satz von Vieta:

q=X1X2, —p = X1+ X2
x1 = 123.0 (Ergebnis von oben)

_q _ 04 10-3
Xy = x 1230 =3.252-10

hier: bessere Kondition bei Bestimmung von x; :

9
0 _ =1
X1 x%
Krel = 27 | — -1
1 X1




Kondition linearer Gleichungssysteme

2. Storung in b

A5V A Ax = Ab = Ax = AT'Ab

= [|Ax|| = [|A71Ab|| < JATT|[]|Ab]

Ax]] _ JJATHIIAB] _ LA [B]] [|Abl|

= = < =
A ] =l ol
_ AT Ax( [lab] _ [AZHAlIx]] | Ab]
ED. [l 6]
- |AD| , "
= |A7Y A Tt (wenn A nicht gestort, d.h. AA = 0)
—— Itll
=k(A) S~

3. Storung in A und b

= (A+AA)(x+Ax) =b+ Ab (%)
exakt: Ax=0b (%)

Subtrahiere (*) von (**) :

AAx + AAx + AAAx = Ab
SAx = AV (~AAx — AAAx + ADb)
= —A"AAx — AT'TAAAx + A7TAD
=|Ax|| = || — AT'AAx — ATIAAAX + A71AD||
< ||ATAAx| + [|ATIAAAX| + ||AAD||
< JJATIAA[ x|+ AT HIAAL | Ax] + AT (| Ab]|
& (1= ATMAAL) x| < [JATH[[AAlx] + AT Ab])
>0 falls || AA|| geniigend klein
1= AT[AAD A < JATH(AA]x]| + [[Ab])

. [AA] |AD||
=t (ap e+ )
(wegen l1] = f1ax] < alfe)) < K(A)<HHA:||H H|H>H l
\AxH K(A) !AAH |AD|]

H | < )|”< HAH 1] >

—x(A
(1 —Kx(A )W > 0 priifen (Klausur!)




4. Beispiel

_ 1 2 -1 1 AT -2 1 ) ‘
A= <3 4> = A" = det(A) Al = ( 3 _;) (nur fir 2 x 2 Matrizen)
1 7
Al =6]A7"]1 =5 = m(4) =21
[Alle =7, | A oo = 3 = Keo(A) =21

Bem.: nur fiir 2 x 2-Matrizen gilt stets: x1(A) = ke (A)

HAH?- =V AmaX(ATA)
T4 (1 3 1 2\ (10 14
B:i=A"A= (2 4) (3 4) o (14 20>

10-=1 14 ‘:(10—/\)(20—/\)—196

Ozdet(B—/\I):’ o0

=430+ A2
29.87

N, =154+ /225 —4 =
12 {0.1339
=|A|l2 = \/Amax(B) = v/29.87 = 5.465

4.1. Kondition x3(A)

Muss man zur Bestimmung von x;(A) auch noch die Eigenwerte von C = A~TA~! bestimmen?
— Nein, es gilt:

max(ATA) A=AT )\max(ATA)

A
a(A) = Al A7 = [ ;
max(ATA) max(ATA)

4.1.1. Beweis:

allgemein: Bx = Ax = B'Bx = B '\«

1
= Ix=B'\x = B lx = P B € R"*", B reg.



hier: C-=ATA T AA 1A T L = A(ATA)*lA*
\I,_J
= AB'A7! (Ahnlichkeitstransformation — hat gleiche Eigenwerte wie B -

namlich: 1 _ 1
AU A (B) T A(ATA)
1
= JATA Y = =
\/M,_Z AT
max. Ew von C

(ATA) 29.87
:> A — max = 14 93
x2(A) Amin(ATA) — V01339

5. Bemerkung:

wegen der Submultiplikativitdt der Operatornorm gilt stets:
1= |1 = [AATH < [JA[[JATH] = x(A)

6. Bemerkung:

Kondition ist Eigenschaft des Problems.
Aber : Bei linearen Gleichungssystemen lésst sich ein Ersatzproblem finden.

(-

gleiche Losung x, aber anderes (besseres) Problem

Keo(A) =21
1Al =1

= 1eo(A) = | Alloo[[ A7 |oo = 13



Fehler in Vektoren und Matrizen:

7. Varianten:

e absolute Fehler; komponentenweise in einer, mehreren oder allen Komponenten.
z.B. Vektor: |Ax| < M
Matrix: ‘Aai]-‘ <M

Beispiel:
Alle Komponenten von A und B sind mit einem absoluten Fehler von max. 0.01 behaftet:
1 2 5
1= (5 5)0=()
Keo(A) =21, [ Allo =7, [l =6

18] < H (0.01 0.01> H _om

0.01 0.01
0.01
< =
Il <[ (501 ), =001
AX||0o (A AAl o AD||so
e ) (04 Aty
1| oo B [AAllo \ [[Alle [Pl
1 KOO(A) ——
HAHOO A 1y
—
=0.06—0K

< 22.34-(2.857-107° +1.667 - 10~3) < 0.1011

* relativer Fehler; komponentenweise in einer, mehreren oder allen Komponenten.

z.B. Vektor: ry, := Axx" <e & |Axg| < elxgl
Matrix: ,,; = a” < e & |Aaij| < e|ay
Beispiel:

Jede Komponente von A und B sei mit einem rel. Messfehler von ¢ = 2 - 10~* behaftet:

(=),

Foo(D) := |Ab[eo ' _ max; |Ab;|
o) =
< max (e-|bi) _  max;[bi| _ 0. 104
max; | bj| max; | bj ‘
oy 184l B B, e 1A
0 ||A||OO ,nilax Zk;] ’Alk‘ Hllax Zk 1 ‘Alk‘
Irllax Zk 1 |Azk|
=e —e=2-10"*

-----

4.2:10-3>0—0K



