INSTITUT FUR GEOMETRIE UND PRAKTISCHE MATHEMATIK

Formelsammlung Numerische Mathematik fiir Maschinenbauer — SS 2013

(Stand 05.07.13)

e Maschinengenauigkeit: Es sei M(b, m,r, R) die Menge der Maschinenzahlen. Dann ist eps := bl%m
die relative Maschinengenauigkeit.
e Fehlerverstirkung: Es sei f: R” — R hinreichend oft differenzierbar. Dann gilt:
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e Storungssitze: Fiir A € R"*" mit det(A) # 0 sei x(A) := k) (A) := [|A7H] || A]].
a) Nur die rechte Seite b ist gestort, d.h. x + Az ist die Losung von A(x + Az) = b+ Ab. Dann gilt
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Sei nun Z die Anndherung der Losung x und 7 = b — A% das Residuum. Dann gilt:
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b) Es gelte m(A)% < 1. Es sei x + Az die Losung von (A + AA)(x + Az) = b+ Ab. Dann gilt:
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e Cholesky-Verfahren: (A = L D L") Fiir aufeinanderfolgende Spalten, k = 1,2...,n erhilt man fiir
dk,k und li,k (Z > k:):
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¢ Givens-Rotation: Grundaufgabe: Gegeben (a,b)? € R?\ {0}. Finde ¢, s € R mit
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e Householder-Spiegelung: Grundaufgabe: Zu y € R", y ¢ span(e!), finde v € R™ so, dass
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Quy = £yl2e’ mit Qu =1 -2
viv

Losung: mit o = sign(y1)||yll2, v = y + ael gilt Quy = —ae!



e Linearer Ausgleich: (A € R™*™ mit Rang(A) = n: Finde z* mit ||Ax* — b||2 = mingegn [|[Ax —b||2)
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Fiir die Kondition beziiglich Stérungen in b gilt:
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e Banachscher Fixpunktsatz
Es sei X ein linear normierter Raum mit Norm || - ||. £ C X sei eine vollstéandige Teilmenge von X.
Die Abbildung ® sei eine Selbstabbildung auf E: ® : £ — E. Ferner sei ® eine Kontraktion auf E:
|®(z) — ®(y)|| < L||z — yl| fiir alle z,y € F, mit L < 1. Dann gilt:
1. Es existiert genau ein Fixpunkt 2* von ® in F.
2. Fiir beliebiges z¢ € F konvergiert z;.1 = ®(z),k = 0,1,2, ... gegen den Fixpunkt z*.
3. A-priori-Fehlerabschétzung: ||z — z*|| < %Hxl — x|
4. A-posteriori-Fehlerabschétzung: ||y — z*|| < ﬁ”xk —xp_1]|
Hinreichendes Kriterium: Sei X = R", E abgeschlossen und konvex sowie ® € C*(E) mit ®(E) C
E und max,ep ||®'(2)]] < L < 1. Dann sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes
erfiillt.

e Newtonverfahren: z;,1 =z — [f ()] f(a1)

Durchfithrung des Newtonverfahrens fiir Systeme:
Gegeben: Startwert 2°. Fiir k =0,1,2,...:

— Lose f'(zF)s® = — f(aF)

— Setze zFt1 = gk 4 sk

e Nichtlineare Ausgleichsrechnung: gegeben F : R" — R™ stetig differenzierbar, finde x* mit
[F(z")]l2 = mingern || F'(z)]|2-

GauB-Newton-Verfahren: Startwert =, fiir k = 0,1,2,...:
— Finde s* mit minimaler 2-Norm so, dass ||F'(z*) s* + F(z*)||y = m&%n |F'(z%)s + F(z*)|2.
se€R™
— Setze zFt! = 2k 4 sk,

Falls F'(zy) vollen Rang hat, entspricht dies der Iterationsvorschrift

Thp1 = ak — [F(w) " F ()] F (a) " F ()

Levenberg-Marquardt-Verfahren: Startwert 20, fir k =0,1,2,...:

~ Finde 5* sodass |[F"(2") s* + F(«")|3 + p*|s"[5 = min [[F"(2%)s + F(2")[13 + u*[1s]13
seER™
mit zu widhlendem Parameter p > 0.

— Setze zFt1 = gk 4 sk,

Dies fiihrt auf die Iterationsvorschrift zj, = x5, — [F'(zk)T F'(z3) 4+ p20) Y F (2)T F(x,)



Interpolation

Lagrange-Interpolationspolynom

Interpolationsproblem: zu gegebenen paarweise verschiedenen Stiitzstellen xg,...,x, und gegebenen
Daten f(x¢), ..., f(x,), finde Pn € I, mit P,(z;) = f(x;), 7=0,...,n
n
Lagrange-Darstellung: P, ( Zf xj)ljn(x), mit I, (x) = H —
k=0 kg T4 T Tk

Neville-Aitken

r—x Ly —
P(f|ag, .., w)(x) = CP(flo, ey @0) (@) + ———P(f|20, .o, Tn1) (@) (13)

Ty — o Ty —

Rekursionsformel:
Pi,O = f($2) ]Di,k = P(f’xl—kv ,CCZ)(I), 0 S k S 1 S n, (14)
P 1 —P 1.
Pip=Pjy + L 0 — Py = Py() (15)
Ti — Ti—k

Newtonsche Interpolationsformel

P(flxo, -, xn)(x) = [zolf + (2 — zo)[zo, 1] f + (& — m0)(z — x1) [w0, 1, 22| f + ..
+ (z — o)+ (x — xp—1)[x0, ..., 2] [ (16)

Dividierte Differenzen Horner-Schema
0= [zilf = flx;) (17) Gegeben: po o, ..., Pnn s .
(20, o n]f = [th’xn]f; — [32;)0, ooy Tn—1]f (18) — by = Pom
n .
Ty — Ti—k ;
Eigenschaft [z;,...,z54i] f = f<kk>!(§). Dann ist P,(x) = by.

Interpolationsfehler

Seien x, ..., x, Stiitzstellen, a := min{xy,...,x,}, b := max{zg,...,z,} und z € R.
Sei I := [min{a,z}, max{b, z}]. Fiir f € C"T!(I) existiert ¢ € I so, dass
. 1) 2
f(z) — (f|550,--~733n)(93)—(95—550)"'($—95n)m- (20)
Fiir € [a,b] gilt:
A ‘ |F ()
1f(@) = P(flzo, ... 1;[ & —xj) ab]m (21)



Numerik MB NAME: MATR:

Numerische Integration

Trapezregel: summierte Trapezregel:

B sci f € C¥([th-1,t]). Bs gilt: T(h) =h[5f(a)+ f(t2) + -+ f(tn1) + 5/ (D)]
B (o) + F(tR)] = [ f(x)do + L5002 mit nh =b—a, fiir f € C?([a,b]):

fur ein &, € [tp—1,tk] ‘T(h) _ f; f(x)dm‘ < bl;za 2 MaXe (o) ()]

summierte Simpson-Regel:
S(h) = & [ Flto) +AF(U41) + 2£(02) + AF(H52) + 2 (t2) + v+ 2f (bnr) + 4F(2512) + (1)

Newton-Cotes-Formeln

h=d-—c,

fir m = 0: g = c+ &h mit & := %

fir m > 0: z; = ¢+ §h mit §; .:%fﬁrjzo,...,m

In(f) = / P(flr ) (@) = 1S3 f(ag) = BS e + 51)
¢ j=0 j=0

Ezxaktheit vom Grade m: ¥V Q € 11, gilt 1,,(Q) = fcd Q(x)dx

m | Name & o | Ialf) - [ fl@)da
0 | Mittelpunktsregel % 1 _}QLZ (2) (€)

1 | Trapezregel 0,1 1.3 % F@(¢)

2 | Simpson-Regel 0,3,1| 4,4 11 ko (@)

GauB3-Quadratur (auf [¢,d] mit h =d — ¢)

— G (f) =h Y gwif(zs), Exaktheitsgrad 2m +1

— positive Gewichte w; = ¢ f Lim(x

G /f )| =

Gewdhnliche Differentialgleichungen

((m+ D)

2m+3| £(2m+2)
@m+oiemty 1)

— Es ex. £ € [¢,d], so dass

Euler: Yyt =yl + h f(t;, yj) (22)
Verbesserter Euler: e ) .

Yy =y - h/2 f(t,y7) (23)

T =y + b f(t A+ h/2,y7 ) (24)

(implizite) Trapezmethode: —jut _ iy i (f(t5,47) + F(tj1,570)) (25)

Lokaler Abbruchfehler:
O (t, y(ty), h) =y (tjv1; ty, y(t5)) — yn (tjens ty, y(t) = y(tiv1) —y(ty) —h ®s (L), y(t;), h)  (26)



