13. Grof3iibung

Anfangswertprobleme
gewOhnlicher
Differentialgleichungen

gesucht:
y(t) mit tg <t < T und
y'(t) = f(t.y(0). ulto) =10 (1)
i) =ut)+ [ Sls(s)) ds @)
Idee:

Ersetze Integral durch Quadraturformel = Niherungen 3’ ~ y(t;).

Beispiele:
hi=tjq —t; =120 t; =ty + jh (dquidistant), nur Einzelschrittverfahren.
e Euler explizit (,,Euler vorwérts“ ):
y =y b ()
e

linksseitige Rechteckregel
lineare Konvergenz: y™ — y(t,,) = O(h)

e Euler implizit (,Euler riickwérts®):

Y =y +h [,y
k
1



os5r » -~ o oo

—~

= O‘ 7~ = ~ — — — — -
)

r =~ ~ — — — — — —

_O5< - — — — S —_ J— -

- —_— —_— — — — — — -

—1 L | -
0 0.5 1 1.5 2
t

Abbildung 1: Richtungsfeld: Zu jedem Paar (¢, y(t)) existiert ein Funktionswert
f, der mit der Ableitung dargestellt ist.

rechtsseitige Rechteckregel
lineare Konvergenz: y" — y(t,) = O(h)

e Fuler verbessert:
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explizite Mittelpunktsregel
quadratische Konvergenz: y™ — y(t,,) = O(h?)

e Trapezregel:

) . 1 . 1 .
Y=y +h <§f(tj, y') + Ef(tj+17y]+1>>
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Abbildung 2: Richtungsfeld: Zu den Startwerten ty = —1, to = —0.5, {5 = 0
und o = 0.5 sind die Losungen der DGL ¢/(¢) = f(¢,y(t)) eingezeichnet.

Trapezregel
quadratische Konvergenz: y™ — y(t,) = O(h?)

e Allgemeinerer Ansatz (in der Veranstaltung nicht ndher betrachtet),
Runge-Kutta Verfahren:

m

Pt = yj+hZ“/zk‘h
=1

v;: Quadraturgewichte, k;: Steigung an Zwischenstelle j

m
ki = f(tj+ by + 0> Baki),
=1
a;: Zwischenstellen, [3;: Gewichtung der Steigungen



Beispiel 1

y'(t) = ftyt) = 1;55?, yt=to=0)=yo:=2, y(t=T:=1)=?
25 A} N < ~ < ~
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Abbildung 3: Richtungsfeld zu Beispiel 1 mit analytischer Lésung

Wihlen jetzt n := 2 Schritte, d.h. h:= =00 = 120,

2
Zu diesem Beispiel existiert die analytische Losung y(t) = 1+ #t, d.h. es gilt
1 5 3

y(3) =3 baw. y(1) = 5

Euler explizit:

1 1-2 3
th=ta+ M)~y = °+hflte.)=24+-. - =CZ

y(ti=to+h)~y Y+ hf(to,y") +5 150" 3
3 1 1-3 4

to=ta+2R) ~v® = V4L hf(t,v)=2+=. 2 _ =
y(ta =to+2h) =y Yy +hf(t,y) 5T 5 173



Euler implizit:

-
Y =+ B () = o+ e
L+t
Auflésen nach ¢/
i ‘ .
1+ J+1 J
( 1+tj+1)y Y Tt
N yj+1:(1+tj+1)yj+h
1+t +h
(T+t)y*+h  (143)2+
th=to+h)=y' = = 2
ylh =to+h) ~y 1+t +h 1+1+1
L+t)y' +h  (A+1)5+
ty = to + 2h) ~ y? ( = 4
ylta =to+2h) ~y L+t +h T+ 142

Verbesserter Euler (explizit):
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Abbildung 4: Richtungsfeld zu Beispiel 1, exakte Losung zu Startwert ty = 2
(griin, gepunktet) und zwei Schritte mit dem expliziten Euler-Verfahren (rot,
durchgezogen), bzw. mit dem impliziten Euler-Verfahren(blau, gestrichelt).

ko= f(to,yo):%:_

yr = y0+gk}:2+i(_1):£

K= f(to+g,y%):1jé:_§
W=+l myt = P enk =24 2D =

e

ylty=to+2h) ~y* = y'+hki=—+-(—2)="— =153
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Abbildung 5: Richtungsfeld zu Beispiel 1, exakte Losung zu Startwert ty = 2
(griin, gepunktet) und zwei Schritte mit dem verbesserten Euler-Verfahren
(rot, durchgezogen). Zunéchst wird ein halber Schritt (grau, gestrichelt)
durchgefiihrt, um eine bessere Approximation der Ableitung zu erhalten,
dann wird mit dieser (blau, fett) der Gesamtschritt ausgefiihrt.
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Abbildung 6: Vergleich zwischen implizitem /explizitem Euler (oben, blau/rot)
und verbessertem Euler (unten). Man beachte, dass die Zeitschritte so gewéhlt
sind, dass der Aufwand fiir den expliziten Euler und den verbesserten Euler
vergleichbar sind. An diesem Beispiel erkennt man, dass das verbesserte Euler
Verfahren eine hohere Konvergenzordnung (Ordnung zwei) hat.

Gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ord-
nung:

Viele DGL-Probleme beinhalten mehr als nur eine Ableitung. Betrachtet man
ein Problem der Form

y(m)(t) = g<t7y7 ylv ) y(m_l)), tO S t S T,
y(tO) = 207y,(t0) = 21y y(m_l)(t0> = Zm—1,



so lasst sich die Differentialgleichung héherer Ordnung in ein Differentialglei-
chungssystem 1. Ordnung umschreiben:

yi(t) = y(t) (7 (%

ya(t) = y'(t) = yi(t) Ys Ys

ys(t) = (1) = y5(t) Y3 Ya

— } (t) = ]

ym(t) = y™mIE) =y, (1) Ym—1 Y
g(tﬂylu'wym) = y;n(t) Ym g(t)yla"aym)

Startwerte umformen
y1(to) = 20 (1 20
ym(tO) = Zm-1 Ym Zm—1

Beispiel 2:
1—y

y () = g(t, y(t)) = Gm, y(0) = 2,7'(0) = —1,5"(0) = 2
gesucht:
Yy
/
?ZJJ// (T = 1) =7
y///

_ _ Y1 y2(t)
ya(t) = y'(t) =w(t)
= t) = ty |,

) = ) = (o) v =] )

6 = (1) = (1) 3 &)

Y1 2

y2 | (0)=| -1

Ya 2
Analytische Losung:

1 1 2 6
v =1t V()= V()= s Y () = -

1+t
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y ~3
,!/// (1) i
!/H _.g;
Numerische: Wieder n = 2 Schritte
T—1 1-0 1 1
n 2 2 2

e Fuler explizit:

2 1 :
1 _ 0 0y __ o 1 2 _
yoo= y +hfltey’)=| -1 |+ ={ 0
9 2 6 1=2 1
(140)3
3 0 3
o R T I e R I e VD
1, Y 9 1_3 123 ~Yy
2
—]_ 6(1+%)5 _3
11— — 3 3
(1) = 6 L ~6 2= = (zufillig exakt
Yy (1) TEE TEE 3 (zufallig exakt)

e Euler implizit:

P =y bty ) I PO (B

& (I —hB Yyt = o 4 p™!
—_—— T
=:A =z =:

Hier ergibt sich:

0 1 0 0
B = 0 01 , c= 0
__ 6 O O 6
(14t¢)3 (14t)3
1 —-h 0 0
= [ —-hB = 0 1 —h ., hc= 0
6h i 0 1 6h
(1+¢)3 (1+1)3
1. SChI‘itt(tj+1 = tl)i
L =3 0 2 1.8182
01— -1 o 03636
61 61
=S 0 1 |2+ a+ip 1.2727
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2. SChI‘itt(tj+1 = tg)l

1 -3 01 1.8182 . 1.8727
O 1 mp) o 03636 ) S o 0001 | & y(1)
s 01| 12727+ gy 0.9455
1— 1.8727
y (1) = g(Lyf) = gy~ 0655

Bei linearen DGL liefert das implizite Euler-Verfahren in jedem Schritt
ein lineares Gleichungssystem. Ist die DGL nichtlinear, so muss ein nicht-
lineares Gleichungssystem gelost werden (s. Fixpunktiteration und/oder
Newton-Verfahren), d.h. das Losen mit impliziten Verfahren ist typischer-
weise erheblich viel aufwéndiger. Deswegen werden implizite Verfahren
meist nur dann benutzt, wenn sie notwendig werden (z.B. ,steife DGL
“). Dies hingt oft mit der Stabilitdt bzw. deren Abhéngigkeit von der
Schrittweite h zusammen. Fiir Details verweisen wir auf das Buch von
Dahmen und Reusken, Kapitel 11.9.
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