4. GrolBubung

Losung linearer Gleichungssysteme

Gesucht x1, x7, x3, x4 € R, sodass

2x1 — X2 +3x3 +2x4 = —5
—6x1 —3x) —7x —2x4 =5

4x1 4+ 4xp +5x3 —5x4 =13

8x1 4+ 2xp +12x3 + 2x4 = —8

gilt.
2 -1 3 2 X1 -5
-6 -3 -7 -2 x| | 5 -
=14 4 5 —5| x| =13 < A-x=D
8 2 12 2 X4 —8
N VT v v

=: =X =:b

mit A € R¥* x e R* beR*

Wiederholung HoMa (nur online):

A € R reguldr dquivalent zu:
o det(A) #£0

e rang(A) = n; Rang: Maximale Anzahl linear unabhéiniger Spalten bzw. Zei-
len.

e Esexistiert A1 e R"™" st. A-A 1=A"1. A=1

A - x = b hat eine eindeutige Losung fiir alle b € R"

A - x = 0 hat nur die Losung x =0




GaulR-Elimination:

Ziel:

Idee:

Erzeuge LGS mit rechter oberer Dreiecksmatrix, um dann Riickwértseinsetzen durch-
zuftihren.

¢ Bilde Linearkombinationen von Zeilen. Manipuliere eine Zeile durch Subtraktion ei-

ner skalierten anderen Zeile.

Regeln (Konvention) und Hinweise:

1.

Skaliere nicht die eigene Zeile wiahrend des Gauss-Algorithmus.
(Evtl. aber vorher als Zeilenédquilibrierung.)

. Erzeuge Nullen unterhalb der Diagonalen. Zunédchst in der ersten Spalte, dann in der

zweiten, etc..

. Zum Erzeugen der Nullen in der iten (z.B. ersten) Spalte wird die zu manipulierende

Zeile (>i) nur mit der (iten) erste Zeile kombiniert.

. Bei allen Operationen auf der Matrix miissen auch die rechten Seiten mit angepasst

werden
= Oft wird LGS dann als erweiterte Matrix aufgeschrieben.

. Jeder einzelne Schritt (und die Summe dieser Schritte) kann als Matrix-Multiplikation

aufgefasst werden A — M - A, wobei M € R"" und M eine normierte untere
Dreiecksmatrix ist.

. Jeder einzelne Riickwartsschritt (und die Summe dieser Schritte) kann als Matrix-

Multiplikation aufgefasst werden A — £ - A, wobei £ € R"*" und L eine normierte
untere Dreiecksmatrix ist.

Wenn mehr als nur ein Gleichungssystem mit der Matrix A geldst werden soll, ist es
sinnvoll die Koeffizienten (I; ;) zu speichern (s. spéter).

2 -1 3 2 |-5)\<«1I
-6 -3 -7 —-2| 5
4 4 5 5|13
8 2 12 2 | -8

Betrachte Spalte I und Zeilen II, III, IV:

2 -1 3 2|-5
Ly I | 0[=6 2 4]-10 | « I 1Div.+3Mult. 1 Mult.
Iy-I—| 0/ 6 -1 —9| 23 1 Div. +3 Mult. T | 1 Mult.
LI \0l6 0 —6| 12 1 Div. + 3 Mult. 1 Mult.




as1 —6
l = =L = = —3
a2

as1 4
h1=2=-=2
3,1 a1 1 7

ag1 8
l = L = — = 4
M2

Aufwand erster Schritt Matrix: 3 Div. + 9 Mult. [+ 3 Mult.]

2 -1 3 2] -5
0 -6 2 4 |-10

Ly I | 0 01 5| 13 |« I 1Div.+2Mult. |1 Muit.

L, IT—\0 0 |2 —2| 2 1 Div. + 2 Mult. 1 Mult.

Aufwand zweiter Schritt Matrix: 2 Div. + 4 Mult. [+ 2 Mult.]

as o 6
l = = = = —1
3,2 P
agn 6
l = < = =1
4,2 P
2 -1 3 2| =5
0 -6 2 4 |-10
0O 0 1 —-5| 13
—lz-III -\ 0 0 0 8 |—24
Aufwand zweiter Schritt Matrix: 1 Div. + 1 Mult. [+ 1 Mult.]
2
! as;3 1

Aufwand j-ter Schritt Matrix: (n — j) Div. + (n — j)? Mult. [+ (n — j) Mult.] (fiirj € {1,..,n —

1}) Gesamtaufwand Gauss-Algorithmus: ~ %n3 [+ %nz]

Losung durch Riickwértseinsetzen:

—24
= —-— —3
X4 3
13— (=5
x5 = (1 X4) _ 4
~10 —
Xy — 0 — (4x4 + 2x3) _ 4
—6
—5—-(2 3x3 —
X1 = (x4;_ i xz):3

Aufwand Riuckwirtseinsetzen: %nz



Mogliche Variante:

Andere rechte Seite, aber gleiche Matrix:

¢ Eine Wiederholung der Gauf3-Elimination wére, abgesehen von der rechten Seite, die
selbe Rechnung (nur die rechte Spalte in der erweiterten Matrix wiére anders).

* Stattdessen: Die Koeffizienten J;; definieren eine Zerlegung, die verwendet werden
kann, denn es gilt A = LR mit:

1 0 00 2 -1 3 2
-3 1 00 0 -6 2 4
L: 2 =110} R:= 0 0 1 -5
4 -1 21 0 0 0 8

Beispiel: Klausuraufgabe VF-3, H2010

Die Musterlosung dieser Aufgabe befindet kann von der NumaMB Webseite heruntergela-
den werden.

LR-Zerlegung

Die hier beschriebene Gauf3-Elimination bewirkt, sofern durchfiihrbar, eine Faktorisierung
der Matrix A mit A = LR

e [ ist eine normierte untere Dreiecksmatrix
li,i = 1, = 1,..,7’1
e R ist eine obere Dreiecksmatrix
Die Losung von Ax = b ergibt sich iiber die Losung zweier Dreickssysteme:

Ax=b< L Rx =bD
~—~~
y
& Ly = b (Vorwartseinsetzen)
Rx = y (Riickwartseinsetzen)

Ly = b Vorwdrtseinsetzen




1 0 0 0]-11

-3 1 00| 3

2 -1 1 0] 16

4 -1 2 1|-14
=Y = -11

=y2=3—(=3y1) = =30
=Y3 =16 —(2y1 —y2) =8
=ys = —14 — (4y1 —y» + 2y3) = —16

Rx = y Rickwiértseinsetzen

2 -1 3 2 |-11
0 —6 2 4 |-30
0O 0 1 -5] 8
0O 0 0 8 |—16
=>Xq4 = -2
8 — (—53(4)
=>X3 = 1 -2
—30— (4 2
=Xy = (_x64 +2x0) =3
11 — _
oy = (ZX4 + 3x3 x2) _1
2
1
=X = 3
=2
-2

Fazit

LR-Zerlegung = ‘Gauf-Elimination ohne rechte Seite’.

Im Vergleich zur Gaufs-Elimination entsteht kein Zusatzaufwand, da nur die /; ; behalten
werden miissen. Das Verfahren ist sehr effizient bei mehreren rechten Seiten, die am An-
fang noch nicht alle bekannt sind. Beispiel hierfiir ist das (vereinfachtes) Newton-Verfahen.

Zeilendquilibrierung (Skalierung) und Spaltenpivotisierung

verbessert durch
%

¢ Problem — Kondition Zeilendquilibrierung

Ersatzproblem

¢ Algorithmus — Stabilitdt <— Spaltenpivotisierung



Pivotisierung

Problem : aj; ~ 0

(10—611)_)(10—6 1 1 )
2 2 2
7z.B. m = 5 Stellen

= x2 = 1, x; = 0 aber exakt gerechnet erhalten wir: x =1 — 1076, xy =1+15-10"°
= 2% jst sehr grof
= Algorithmus ist instabil.

Vertausche Zeilen:

2 3|5 2 3 5
100 1[1) 7T\ 1-10.5]1-10" 5

z.B. m = 5 Stellen
= x5 =1, x; = 1 = Fehler im Bereich 107°.

Bemerkung Praxis

Pivotisierung und Zeilendquilibrierung immer zusammen anwenden! (um ‘wahre” Pivot-
elemente zu finden). Statt LR = A zerlege LR = PD,A und lose

LRx = PD;b
¢ Optimale Kondition des Problems

e Stabiler Algorithmus (zudem: keine Probleme mit Nulleintrdgen)
Berechnung Determinante

det(A) = det(D; 'P7'LR) = det(D;')  det(P~')  det(L) det(R)
H/_/ H,—/ H/_/ ;\/_/

:H?:1 d;jl :(71)#Vertauschungen =1 :H;ﬂzl Tii

Beispiel: Klausuraufgabe A1, H2010

Die Musterlosung dieser Aufgabe befindet kann von der NumaMB Webseite heruntergela-
den werden.

Zusatz: Berechnung Inverse



GaulB-Doolittle

Annahme: Zu A existiert eine LR-Zerlegung: A = LR Dann gilt fiir jede Komponente
min(i,j

n )
aij =Y lijrg; = li kT,
k=1

k=1
Fiir i < j (Diagonale + rechts-oben) folgt damit:
i-1
aij = Lk + liitij
k=1
(-2
= rij=\aij— ) lixrkj |/ L
k=1 e
Fiir i > j (links-unten) folgt damit:

i—1

]
Y Lk + it
k=1

i—1
= lij= (ai,,- - li,kﬁw') /7jj
k

=1

lli,]' =

Eintrag [;; bzw. r;; hdngt von den vorherigen Zeileneintrdgen (i) in L ab und von den
Spalteneintrdagen (j) in R.

1 ji
*k

i— x --0ox 1

1

*

Vorgehensweise um die Charakterisierungen von [;; und r; ; zur Berechnung von L und R
zu nutzen:

1. Zeile von L ist gegeben. — 1. Zeile von R kann komplett berechnet werden.

e

1. Spalte von R ist gegeben. — 1. Spalte von L kann komplett berechnet werden.

Ve

2. Zeile von L ist gegeben. — 2. Zeile von R kann komplett berechnet werden. Gauss-

Ve

2. Spalte von R ist gegeben. — 2. Spalte von L kann komplett berechnet werden.

e

Doolittle hat keine Pivotisierung, funktioniert also nicht fiir alle reguldre Matrizen. Aber
tiir Spezialfélle.
Sonderfall: symmetrisch positiv definite Matrizen

Aspd. = R=D-LT



Setzen wir R = D - LT in den Gauss-Doolittle-Algorithmus ein, so ergibt sich folgende Ab-
héangigkeit:

1. Zeile von L ist gegeben. dy kann berechnet werden.

1. Spalte von R = DL ist gegeben. 1. Spalte von L kann komplett berechnet werden.
2. Zeile von L ist gegeben. dy kann berechnet werden.

2. Spalte von R = DL ist gegeben. 2. Spalte von L kann komplett berechnet werden.

BN NN

Der resultierende Algorithmus (unter Ausnutzung R = DLT) ist der Cholesky-Algorithmus!



