INSTITUT FUR GEOMETRIE UND PRAKTISCHE MATHEMATIK

Formelsammlung Numerische Mathematik fiir Maschinenbauer — SS 2014

Numerik MB NAME: MATR:
e Maschinengenauigkeit: Es sei M(b, m,r, R) die Menge der Maschinenzahlen. Dann ist eps := o
2
die relative Maschinengenauigkeit.
e Fehlerverstirkung: Es sei f : R” — R hinreichend oft differenzierbar. Dann gilt:
f@—fx) . < Tj —x;
DT = Sy - T 1)
f(z) ; ! zj
rel. Fehler der Ausgabe Fehmng rel. Fehler der Eingabe
mit of(x) xj
bi(w) = TP &)
J or;  f(x)
bzw. ‘f(g”c) —f@)| - ( )z”: Tj — 3)
e < Kyel(T
f(x) Tl
it Fret() = 7(w) = max |65(2). (4

e Storungssitze: Fiir A € R"*" mit det(A) # 0 sei k(A) := k) (A) := [[A7H] || A]].
a) Nur die rechte Seite b ist gestort, d.h. x + Az ist die Losung von A(x + Az) = b+ Ab. Dann gilt

|Az]]

]

< K(A) ”fbﬁ” (5)

Sei nun Z die Anndherung der Losung x und 7 = b — A% das Residuum. Dann gilt:

il e = 2] U7l

s e = "W ©)

r(A)

b) Es gelte x(A) ””AA’LhH < 1. Es sei x + Az die Losung von (A + AA)(x + Az) = b+ Ab. Dann gilt:

[Az] _  K(A) <HAA! HAbH>

< +
ol = 1= ) BAL \ AT T

(7)

e Cholesky-Verfahren: (A = L D L) Fiir aufeinanderfolgende Spalten, k = 1,2...,n erhilt man fiir
dk,k und li,k (’L > kj):

k-1 k—1
dp p = - 2. Le=lair— L.dle:]|/d 8
kk = Qkk i @ijs ik = | ik i3tk | /dik (8)
j=1 j=1

¢ Givens-Rotation: Grundaufgabe: Gegeben (a,b)” € R?\ {0}. Finde ¢, s € R mit

( ¢ s) (Z) = <7“) , Losung: r := +v/a2 + b2, ¢ := g, 5= b (9)
r r

-8 c 0

e Householder-Spiegelung: Grundaufgabe: Zu y € R", y ¢ span(e!), finde v € R™ so, dass

T
vV
Y, S

Quy = *yl2e’ mit Q, =T —2—
vy

Losung: mit o = sign(y1)||yll2, v = y + ael gilt Quy = —ae!



e Linearer Ausgleich: (A € R™*™ mit Rang(A) = n: Finde z* mit ||Ax* — b||2 = mingegn [|[Ax — b||2)

_ o Azl Az
min

ko(A) = 11
AR TG PP -

Fiir die Kondition beziiglich Stérungen in b gilt:
&~ "l _ ma(A) 1B~ b 2

[*]l2 - ~ cos(©) [|b]2

e Banachscher Fixpunktsatz
Es sei X ein linear normierter Raum mit Norm || - ||. £ C X sei eine vollstéandige Teilmenge von X.
Die Abbildung ® sei eine Selbstabbildung auf E: ® : E — E. Ferner sei ¢ eine Kontraktion auf E:
|®(z) — ®(y)|| < L||lz — yl| fiir alle z,y € F, mit L < 1. Dann gilt:
1. Es existiert genau ein Fixpunkt z* von ® in E.
2. Fiir beliebiges z¢ € E konvergiert x4, = ®(z), k = 0,1,2, ... gegen den Fixpunkt z*.
3. A-priori-Fehlerabschétzung: ||z — z*|| < %Hxl — x|
4. A-posteriori-Fehlerabschétzung: ||z — z*|| < ﬁ”xk —zp_1]|
Hinreichendes Kriterium: Sei X = R", E abgeschlossen und konvex sowie ® € C*(E) mit ®(E) C
E und max,ep ||9'(2)| < L < 1. Dann sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes
erfiillt.

e Newtonverfahren: z;, 1 =z — [f'(z)] ' f(a1)

Durchfithrung des Newtonverfahrens fiir Systeme:
Gegeben: Startwert 2. Fiir k =0,1,2,...:

— Lose f'(z¥)s® = — f(aF)

— Setze zFt1 = gk 4 sk

e Nichtlineare Ausgleichsrechnung: gegeben F' : R" — R™ stetig differenzierbar, finde x* mit
[F(z")]l2 = mingern || F'(z)]|2-

GauB-Newton-Verfahren: Startwert =, fiir k =0,1,2,...:
— Finde s* mit minimaler 2-Norm so, dass ||F'(z*) s* + F(z*)||]y = m]}%n |F'(z%)s + F(z*)|2.
s€R™
— Setze ¢t = 2k 4 sk,

Falls F'(zy) vollen Rang hat, entspricht dies der Iterationsvorschrift

g1 = ap — [F' ()" F ()] F (an) T F ()

Levenberg-Marquardt-Verfahren: Startwert 20, fir k =0,1,2,...:

— Finde 5" sodass |[F"(2") s* + F(«")|3 + p*||s"[3 = min [[F"(2%)s + F(2")[13 + 1?13
seER™
mit zu wihlendem Parameter p > 0.

— Setze zFt1 = gk 4 sk,

Dies fiihrt auf die Iterationsvorschrift ;1 = x5, — [F'(xx)T F'(z) 4+ p20) Y F (2)T F(x,)



Interpolation

Lagrange-Interpolationspolynom
Interpolationsproblem: zu gegebenen paarweise verschiedenen Stiitzstellen xg,...,x, und gegebenen
Daten f(zo), ..., f(xn), finde P, € II, mit P,(x;) = f(z;), 7 =0,...,n.

n n

Lagrange-Darstellung: P, (x) = E f(xj)ljn(x), mit 1, (z) = | | .
5 . Lj — Tk
=0 k=0k#j 7

Neville-Aitken

T —x Ty — T
P(flzo, ..., xn)(x) = CP(flat, oo, 2)(2) + " P(f|20, .., Tn—1)(x) (13)

Ty — X0 Tn — X0

Rekursionsformel:
P = f(x;) Py = P(flei—g, .., zi)(x), 0<Ek<i<n, (14)
Py 1—P_ 11
Pip=Pjy + L b 0 — Py = Py() (15)
T — Tij—k

Newtonsche Interpolationsformel

P(flxo, .., xn)(x) = [zolf + (2 — xo)[zo, 1] f + (& — m0)(z — x1) [w0, 1, 22| f + ..
+ (z — o)+ (x — xp—1)[x0, ..., 2] [ (16)

Dividierte Differenzen Horner-Schema
Pip = [xz]f — f(ﬂfz) (17) Gegeben: Po,05 -y Pnn, -
(w0r o] f = Lo Pall Z 00 Tncll g by =
Tn = T ) _
 Pik—1— Piclk-1 19) —Firk=n-1,n-2,...,0:
Pk = ik bk = Prg + (T — k) byt
Eigenschaft [z, ..., z54i] f = f(kk)l(é). Dann ist P,(x) = bp.
Interpolationsfehler
Seien x, ..., x, Stiitzstellen, a := min{xy,...,x,}, b := max{zg,...,z,} und = € R.
Sei I := [min{a,z}, max{b, z}]. Fiir f € C"T!(I) existiert ¢ € I so, dass

FIE)

f(x) = P(flxo, ..., z0)(x) = (x_xﬂ)'”(x_x")m.

Fiir € [a, b] gilt:
[f ()]

|f(2) = P(flzo, ..., ) (2)] < jl;[o(j — zj) ylélﬁ’?g] NCESIE (21)



Numerik MB NAME: MATR:

Numerische Integration

Trapezregel: summierte Trapezregel:

B sci f € C¥([th-1,t]). Bs gilt: T(h) =h[5f(a)+ f(t2) + -+ f(tn1) + 5 /(D))
Bl (ter) + F(tR)] = [ | f(x)do + L5202 mit nh =b—a, fiir f € C*([a,b]):

fur ein &, € [tp—1,tk] ‘T(h) _ ff f(x)dx‘ < bl;; 2 MaX,e(ay) ()]

summierte Simpson-Regel:
S(h) = & [ Flt0) +4F(UF) + 2£(02) + AF(H42) + 2 (t2) + v+ 2f () + 4F(252) + f(t)

Newton-Cotes-Formeln

h=d-—c,

fir m = 0: g = c+ &h mit & := %

fir m > 0: z; = ¢+ §h mit §; .:%fﬁrjzo,...,m

In(f) = / P(flao, o z)(e)de = BS e fa) = BS e e+ &5h)
¢ j=0 j=0

Ezaktheit vom Grade m: ¥V Q € II,,, gilt I,,(Q) = fcd Q(x)dx

. | Name S la | Il [l f@)de
0 | Mittelpunktsregel % 1 _% (2) (&)

1 | Trapezregel 0,1 1.3 hj f(2) ()

2 | Simpson-Regel 0,3,1 | 4,4 11 R ¢(4)(e)

GauB3-Quadratur (auf [¢,d] mit h =d — ¢)
— G (f) = h > " gwif(z;), Exaktheitsgrad 2m + 1
— positive Gewichte w; = %fcd lim(x) dx

d m | 4
Gl [ fla)da| = (o b pams2) g

Gewdhnliche Differentialgleichungen

— Es ex. £ € [¢,d], so dass

Euler: ( explizit / implizit )
Yr =y thflty) ) oy =y Rty (22)
Verbesserter Euler: Y T2 =i 4 = h f(tj, 7Y (23)
. . ho
Y=y +hf <tj + 2,y”1/2> (24)
(implizite) Trapezmethode: , . h , ,
v =y 4 g (F ) + F(tay™) (25)

Lokaler Abbruchfehler:

6 (tj, y(ty), h) =y (Lir1s by, y(ts)) — yn (G 8, y(t5)) = y(tisr) — y(ty) — b @f (85, y(ty), ) (26)



