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Aufgabe 3 (7 Punkte)
Gesucht sind die Losungen des folgenden nichtlinearen Gleichungssystems:
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a) Fertigen Sie eine Skizze an, die die Lage der Losung(en) im 1. Quadranten verdeutlicht. Bestimmen
Sie einen guten ganzzahligen Bereich |2, z,] X [Yu, Yo, in dem eine Losung liegt.

b) Geben Sie fiir die in a) fixierte Losung eine geeignete 2D-Fixpunktgleichung an, und weisen Sie
hierfiir die Voraussetzungen des Fixpunksatzes von Banach nach. Begriinden Sie Ihre Aussagen.

c¢) Eine weitere Losung liegt in [4, 5] x [—1,0]. Fiir diese ist
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eine geeignete Fixpunktiteration mit Kontraktionszahl (bez. der co-Norm) L = 0.5. Wieviele Schritte
sind ausgehend von dem ganzzahligen Startwert (zo,y0) = (4, —1) hochstens erforderlich, um eine
Genauigkeit von ¢ = 2 - 1076 zu erzielen.

Zu a)
7—-3
Skizze (Ellipse in Normallage mit Hauptachsen a = /18 &~ 4.34 und b = 3, y(x) = Tx mit Polstelle
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z =0, Nullstelle z = I (Asymptote y = —3) sowie dem Funktionswert an der Stelle z = 1 (y = 2)):
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Dert Fixpunkt im 1. Quadranten liegt ungeféhr bei (0.7, 3.0). Der geforderte ganzzahlige Bereich ist also
D =10,1] x [2,3].

zu b)
Wir 1osen die erste Gleichung nach y und die zweite Gleichung nach x auf (Auflésung nach y fiihrt gem.
Skizze auf eine Steigung < —1):
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Abb. in sich:
Obige Ableitung zeigt: Die erste Komponente ist als Funktion von y fiir y € IR\{—3/2} und die zwei-
te als Funktion von z fiir 2 € [0,v/18] (streng) monoton fallend. Also: F(D) = [7/9,1] x [\/17/2,3] =



0.7,1] x [2.915475948,3] C D

kontraktiv:

D ist konvex und F stetig differenzierbar. Wir konnten die Kontraktivitéit also durch Abschiitzung (einer
geeigneten Norm) von F” auf D nachweisen. Da (1, 3) als Startwert gewéhlt wird und dieser in F'(D) liegt,
konnten wir fiir die Kontraktivitit bereits eine Einschrinkung auf D’ = F(D) machen. Dieses Gebiet
ist ebenfalls konvex und wir diirfen auch hier die Kontaktivitit mit F’ zeigen. Fiir die Norm von F' auf
D (D’) erhalten wir die maximalen Eintrige
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Damit ist F' auch kontraktiv auf D mit (z.B.) oo = 0.3. (o = 0.18 fiir D".)
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Also bringen 19 Schritte mit Sicherheit die geforderte Genauigkeit.



