IGPM RWTH-Aachen Numerik MB H16

Aufgabe 3 (9 Punkte)
Gegeben sei die 2D-Fixpunktgleichung

2\ [(itr(-2)y0-y)\ (Fly))
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a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach fiir den Bereich E := [0, 1] x [0, 1] erfiillt
sind. Verwenden Sie die || - ||;-Norm.

b) Fithren Sie ausgehend vom Startwert (zo,yo) := (0, 0) zwei Fixpunktschritte durch, d.h. berechnen Sie
(22, y2).-

¢) Geben Sie eine a-priori- und eine a-posteriori-Fehlerabschétzung fiir (x2,y2) unter Verwendung der ||-||;-Norm
an.

d) Wie viele Iterationsschritte/Fixpunktschritte sind ausgehend vom Startwert (xo,y0) := (0, 0) hochstens
erforderlich, um den Fixpunkt in der || - ||;-Norm bis auf einen Fehler von ¢ = 3 - 1075 anzuniihern?

zu a)

i) E ist abgeschlossen.

ii) Selbstabbildung: Wegen (z,y) € [0,1]? gilt z (1—z) € [0, 1], y (1—y) € [0, 1] (Parabeln der Form (z—x0) (z—z1)
haben ihr Extremum an der Stelle (z¢ + x1)/2) und @ —y € [—1, 1]. Daraus folgt
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Insgesamt gilt also FI(E) C E = F ist selbstabbildend auf C E.

iii) Kontraktivitit: Da F konvex ist und F stetig differenzierbar ist, diirfen wir die Ableitung benutzen. Als

Jacobi-Matrix ergibt sich
(1-22)y(1l-y) (A-2y)z(1-2)
F/(llf,y) = < 1 1 .
2 T2
Wegen (z,y) € E = [0,1] gilt (s.0.) z (1 —2) € [0,4], y(1 —y) € [0,%4] und 1 — 22 € [~1,1] so dass wir durch
elementweise Betragsabschitzung (zuldssig in der || -||;- und || - ||oo-Norm, nicht jedoch in der || - ||o-Norm) erhalten:
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(Hier konnen wir nur die 1-Norm verwenden, denn [|F), . [lc = 1 !1). Esist ||F}, . |li = 2 = 0.75 =: L; d.h. F ist
kontraktiv auf E.
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Somit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

(5)
zu b)

Startwert: z” =

1. Schritt: ! = (Il) = (
Y1
3
e 9. [x2) _ _(0.296875 o .1_ (@) _ (0.046875
2. Schritt: r° = <y2> —< )—( 0375 ) ° Tt —xt = 7% =\ _o1925

zu c) Es ist ||z} — 2°)|; = 3/4 und somit gemif a-priori-Abschétzung

L2 (8 3 o7
|zt — 20 = 225 - 5 = - =1.6875 (< 1.7) .
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Es ist ||#? — 2|y = 11/64 und somit gemiR a-posteriori-Abschiitzung
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zu d) Es gilt geméf a-priori-Abschitzung
!
lo™ —a*lly < {57 ot = 2%y < e =

3/4
= n(3/4)

e(1-L)
In foT—20p _

InL

3.1075.1
n ] In10—° 5-In 10
n -In _
20— 40.01. ..

3
In 3

n >

Es sind also héchstens n = 41 Schritte erforderlich, um eine Genauigkeit von £ = 3 - 1075 zu erreichen



