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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Heute in der Vorlesung

Themen: Dahmen & Reusken Kap. 5.6-6.1
» Newton-Verfahren fiir Systeme:
» Methode

» Konvergenzeigenschaften
» Varianten der Methode

Kapitel 6
» Nichtlineare Ausgleichsrechnung: Problemstellung

Was Sie mitnehmen sollten:
» Eigenschaften des Newton-Verfahrens
» Wie sieht das vereinfachte Newton-Verfahren aus
» Weshalb verwendet man Dampfung
» Wie ist die Problemstellung bei einem nichtlinearen
Ausgleichsproblem
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Newton-Verfahren fiir Systeme

Aufgabe

Sei f = (fiye--sfn)T : R* — R™ (fiir n > 1) eine zweimal
stetig differenzierbare vektorwertige Funktion. Bestimme
@ = (@igo00g :c:‘l)T € R™, so dass

f(xz*) =0

erfullt ist.

» Notation: Wir bezeichnen die Lsung am lterationsschritt k mit
zk = (zF,...,2F)T e R
» Zur Erinnerung: Taylorentwicklung (fir ¢ = 1,2,...mn)
= 8fi(z*)
fi(@) = fi@®) + 30 ZEE @y — o) + Ol — M),
i=1

J
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Das Newton-Verfahren fiir Systeme

» Taylorentwicklung kompakt
f(@) = f(@*) + f' (@) (z — 2*) + O (||l — 2*||3)

mit der Jacobi-Matrix

df1(x) df1(x)
Ox1 e Oxn
fl(x) = : : € R
Ofn(x) Ofn(x)
Ox1 o Oz,

» Fiir die Nullstelle *+1 der linearen Naherung von f in * folgt
(vgl. Tangente)

0= f(a*) + f/(ak) (@1 — ab),
und hieraus erhalt man
P = ok — (1K) f ().
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Das Newton-Verfahren fiir Systeme

Algorithmus 5.28 (Newton-Iteration)
Gegeben: Startwert x0.
Fir k=10,1,2,...:

1. Berechne f(x*), f/(x*)

2. Lose das lineare Gleichungssystem in s

f'(@*)sk = —f(a*).
3. Setze (Newton-Korrektur)
okl — gk 4 gk

k

Beachte:

» Schritt 2 erfordert die Losung eines n X m linearen Gleichungs-
systems = LR-Zerlegung.

» Die Inverse von f’(x*) wird nicht explizit berechnet.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.29

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
fi(x1,22) = 6x1 —cosxy —2x2 =0
f2(x1,22) = 8xa — a:lm% —sinxz; =0
Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens ausgehend vom
Startwert % = (0,0)7 durch.

» Berechnung der Jacobi-Matrix

f,(w):< 6 + sin 1 -2 )

—:c% — cos 1 8 —2x12

» Berechnung von f(z°) und f’(z°)

= (7)) wa ren=(5 7).
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.29

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
fi(x1,22) = 6x1 —cosxzy —2x2 =0
fo(x1,22) = 8xa — a:la:% —sinz; =0
Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens ausgehend vom
Startwert % = (0,0)7 durch.

0

» Berechnung der Newton-Korrektor s° aus
6 —2)\ [s9 1 (8
-1 8 9 BECA!

» Berechnung von x! ergibt schlielich

8
m1=m0+SO=416<1>
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Annahmen:
> Gebiet Q C R" offen und konvex

» Funktion f : @ — R™ stetig differenzierbar
» Jacobi-Matrix f/(x) € R"*™

» invertierbar
det(f'(x)) # 0, firallex € Q2
» die Inverse beschrankt durch eine Konstante 3
I(F @) <8 firallez € Q.
» Lipschitz-stetig auf 2 mit einer Konstanten ~

1£(z) = F' I < vlle—yll, z,ye.

» Es existiere eine Lésung * von f(x) = 0 in Q.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Der Startwert 0 erfiille

2’ € Ky(z*) :=={x €R" | |2* —z| < w}
mit w hinreichend klein, so dass K,(x*) C € und
2
w< —
By

Dann bleibt die durch das Newton-Verfahren definierte Folge
{z*}32, innerhalb von K, (z*) und konvergiert quadratisch
gegen x*

|kt — *H<57”k—xw% k=0,1,2,...
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.2 (Erinnerung)

Statt der linearen Integralgleichung im Beispiel 3.3 ist nun eine
nicht-lineare Integralgleichung zu l6sen:

Gesucht ist eine Funktion w(x) > 0, die die Integralgleichung

1
u(x) + 2/0 cos(xt)u(t)3dt =2, = € [0,1]

erfiillt.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.33.

Aus Beispiel 5.2 ergibt sich fiir n = 60 das Gleichungssystem
fi(acl,wz,...,wﬁg):(), i:1,2,...,60,

wobei

1 60 ; 1 ;1
fi(x1, T2, ..., T60) = $i+60jz::1cos <(z 2) ( 2)> a:?—2.

Fir die Jacobi-Matrix erhalt man

o (6D e g
—M_ 1—|—20cos<3630>w? firi =7

(f'(®));; CaNga
7 Oz L cos <(’—%)6(Of)—z> x? fiir i # j.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.33.

In jedem lterationsschritt des Newton-Verfahrens werden

» die Jacobi-Matrix f/(x*) und der Funktionswert f(z*)
berechnet,

» das lineare Gleichungssystem f/(x*)s* = — f(x*) gelost,
» gkt — gk 4 sk berechnet.

Ergebnisse fiir den Startwert 2° = (2,2,...,2)T:

k[ /@D [ ll2™ T —oFs |
0 | 5.87e+01 | 4.75e+00

1 | 1.50e4+01 | 2.31e+00

2 | 2.52e400 | 5.78e—01

3| 131e-01 | 3.32e-02

4 | 4.10e-04 | 1.05e-04

5| 4.09e-09 | 1.05e-09

6 | 251e-15 -

Die dritte Spalte zeigt die Fehlerschitzung
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.33.

Diese Naherung der Funktion u(x), € [0, 1], ist in folgender
Abbildung dargestellt:

115

1.05 F 4 J
o
1k +t J
4+

+
++
(l.95+++++++++ |

0.9 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Hinweise zur praktischen Durchfiihrung

1. Das vereinfachte Newton-Verfahren

Problem: Jeder Schritt erfordert Aufstellen und Ldsung des n X n
linearen Gleichungssystems

£(@")s = —F(a").
Ansatz:
» Aufstellen der Jacobi-Matrix im ersten Schritt f/(x?).

» Statt f/(x*) verwende f’/(x°) zur Bestimmung der
Newton-Korrektur, d.h.

fl(x%)s* = — f(zF), ¢t =2k + 5%, kK =0,1,2,...

» LR-Berechnung effizient (“mehrere rechte Seiten”)

» Beachte:

» quadratische Konvergenz geht verloren
» evtl. neue Berechnung von f’ nach ca. 3-5 Schritten
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Hinweise zur praktischen Durchfiihrung

2. Auswertung der Jacobi-Matrix
Problem: Eintrige der Jacobi-Matrix, 8 f;(x*)/8x;, nicht oder
nur schwer in geschlossener Form berechenbar.
Ansatz:
» Anniherung durch numerische Differentiation
dfi(x) _ fi(x 4+ hel) — fi(x)
8a:j h ’
wobei €7 der j-te Einheitsvektor ist.

» Wahl von h: (— Kapitel “Interpolation”)
» zu groB verringert Genauigkeit der Approximation und damit
Konvergenz

» zu klein birgt Gefahr der Ausléschung

» Siehe auch: Quasi-Newton-Verfahren (BFGS)
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Hinweise zur praktischen Durchfiihrung

3. Homotopieverfahren

Problem: Bestimmung eines “guten” Startwerts.

Ansatz:

» Beniitze Problemparameter oder kiinstlich eingefiihrten Para-
meter p zur Definition einer Familie von Problemen
F(x,p) = 0, so dass F fiir ein p einfach |6sbar ist.

» Beispiel: Nichtlineare Diffusion
ut = div(k(u) Vu)
mit Warmeleitfahigkeit k(u) = ¢1 4+ cou. Wahle p = ca.
1. Setze g = 0. L&se das lineare Problem F'(u, u = 0) = 0.
2. Setze p = p+ Ap (klein) und nehme alte Lsung als Startwert

fiir das Problem F(u, ) = 0.
3. lteriere bis Newton konvergiert, gehe zu 2. Falls u = ¢o: STOP.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 16



Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.1 & 5.34

4. \Wahl des Startwerts

Bestimme den Punkt (x,y), so dass fiir eine Punktmasse m an
der Stelle (x, y) die Gravitationskrafte F; zwischen m und m; im
Gleichgewicht sind.

ms3 e (0,y3)
m F2,w
|
Fayl 3
my F, m2
(x1,0) (0,0) (z2,0)
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.1 & 5.34

» Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen M7 und Ms mit
gegenseitigem Abstand r:
M, M.
F=G— ",
r

wobei G = 6.67 - 10711 Nm?2 /kg.
» Hilfsgrolen
ri = (x—x)?+ (y —ui)?,

m;m
F, = G—5—,
T
Fx: — Fo(y: —
F;p := M’ F;, = M, i=1,2,3.
L& i

> Gleichgewichtsbedingungen
Fip+ Foqp+ F3, =0, F1,y+ Foy+ F3,, =0.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.1 & 5.34

» Hieraus ergibt sich das nichtlineare Gleichungssystem
3

_ m;(x; — ) _
fl(iL’, y) - 7,:21 ((z — 931')2 + (y — yi)2)3/2 =

3

f2(m3y) = Z

=1

(hen) = vue,

wobei das Potential U gegeben ist durch

mi(y; — y) _
((x — ;)2 + (y — y3)2)3/2

» Fir fl, fz gllt

my;

3
Uz, y) := ;::1 ((xs — )2 + (y: — y)2)1/2
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.1 & 5.34

» Wahl des Startwerts: (z*, y™*) ist genau dann Ldsung des
Systems, wenn (x*, y*) ein lokales Minimum, lokales Maximum
oder ein Sattelpunkt des Potentials U ist.

» Das Potential U hat zwei Sattelpunkte und keine lokalen
Maxima oder Minima.
Das System hat also genau zwei Ldsungen.

i -3 -2 = 0

N
w
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Beispiel

Nichtlineare Gleichungssysteme

5.1 & 5.34

Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

» Anhand der Graphik kann man geeignete Startwerte wahlen.

» Ergebnisse des Newton-Verfahrens:

k a* v (=", ") 2| ll(=*, 4*) — (5, 5+ ) l2
0{—0.8000000000000000.200000000000000| 3.25e—01 1.31e—01
1|—0.697601435074387/0.281666888630281| 1.03e—02 4.45¢—03
2|—0.694138545697644(0.284468076535443| 1.09e—05 4.09e—06
3|—0.694134676058600(0.284469396792393| 9.67e—12 4.57e—12
4|—0.694134676055255|0.284469396789285| 2.02e—16 -

k z* y* £, y")lla|ll(=*, 4*) — (@1, 55 )]
0/0.5000000000000000|2.200000000000000| 1.87e—01 6.32e—02
1/0.4803549525148845|2.260066598359946| 4.51e—03 2.27e—03
2/0.48258113822118862.259618040348963| 4.01e—06 1.75e—06
30.48258190256671992.259619618799409| 3.13e—12 1.59e—12
4|0.4825819025657873|2.259619618798127| 3.33e—16 -
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton-Verfahren fiir Systeme
Varianten der Newton Methode

Hinweise zur praktischen Durchfiihrung

4. Gedampftes Newton-Verfahren
Problem: Divergenz bei schlechtem Startwert
Ansatz: Man setzt

xhtl = gk 4+ Ask

fiir ein passendes A = A, 0 < A < 1.

Matlab-Demo

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 22



Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Kapitel 6:

Nichtlineare Ausgleichsrechnung
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Zur Erinnerung: Lineares Ausgleichsproblem

Beispiel: Polynomial Data-Fitting

Gegeben:

» m Messungen an den Punkten y1, Y2, ..., Ym mit
zugehorigen Daten 21, 22, .« y Zm.

» Polynom (n — 1)-ter Ordnung (wobei n < m)
f@)=cotecy+...+cnay™ !
Gesucht:

» Koeffizienten ¢qg, €1, ..., €p_1, so dass die Summe der
Fehlerquadrate

5 (Fi) - =)?

minimal wird.
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Zur Erinnerung: Lineares Ausgleichsproblem

In Matrix-Vektor Notation

||Ax* — b|l2 = min ||Ax — b||2
xrER™

mit
1 oy - oyt Co z1
1oy e gt e -
A= . . . y L= . , b=
1 ym - y:,l@_l Cn—1 Zm

Wesentliche Eigenschaft

Die unbekannten Koeffizienten/Parameter tauchen linear auf
bzw.

es lassen sich entsprechende Parameter definieren/identifizieren.

Beim nichtlinearen Ausgleichsproblem ist dies nicht mehr moglich. ..
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Beispiel 6.1

Differentialgleichung einer gedampften Schwingung:

mu”’+bu +Du=0,

mit Masse m, Dampfungskonstante b und Federkonstante D.

Losungen haben die Form: x(6) .
0
u(t) = uge % sin(wqt + o), T
wobei: %
ug ... Anfangswert t
wo ... Nullphasenwinkel
6 ... Abklingkonstante
wdq ... Eigenkreisfrequenz

Quelle: wikipedia
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Beispiel 6.1

Gegeben:
» 10 Messungen an den Punkten tq, ta, ..., t10 mit zugehor-
igen Daten by, ba, ..., big.

» Modell einer gedampften Schwingung
y(t; 1, T2, T3, T4) = 16 22t sin(xzst + x4)

mit Parametern 1, ..., x4.

Gesucht:
» Parameter x1, ..., x4, so dass die Summe der Fehlerquadrate
10
3 (zre %2t sin(xst; + T4) — b;)2 = ||F(:B)||2
i=1
minimal wird. Hierbei ist F' : R* — R10 definiert durch
Fi(x) = Fi(x1,22,%3,T4)

wle—zzti Sin(:ﬂe,ti + :134) — bi, 1= 1,...,10.
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Einleitung

Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Beispiel 6.1

Berechnete Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems:

0.7
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Neuronale Netze

» Mehrlagiges Perzeptron
» ny Neuronen in der k-ten Schicht
» Aktivierungsfunktion eines Neurons: skalare Abbildung
¢ : R — R (single input-single output map)

» Ausgang des j-ten Neurons der (k + 1)-ten Schicht
. 04 N . 3
:Bzy+;[ =¢ (:ltkf + j{: 33Z1ii? y J =1, 0Nk,
s=1

wobei uzj die zu bestimmenden Gewichte sind.

Hidden
Input
Output

O—=0O
8§©
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Neuronale Netze

» Mehrlagiges Perzeptron mit N Schichten: parameterabhingige
Abbildung h, die den Eingangsvektor xg in den Ausgangsvektor
N = h(u,xo) abbildet, wobei

u:{uzj|k:0,...,N—1,s:0,...,nk,j:1,...,nk_|_1}
» Gegeben seien m Eingabe-/Ausgabedaten (y1,21), ...,

(Yms zm ) eines physikalischen Systems.

» Lernverfahren: Minimiere Ausgabefehler
m
min} 3° |1z — h(u,y)|?

=1

» Typische Aktivierungsfunktionen der Neuronen

B€) = ;g 9(€) = tanh(©)
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Einleitung

Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Neuronale Netze — Beispiel

Lernverfahren (m = 5, Gewichte ug, ©1)

5 2
1 z; — P(u1y; + uo)
=1
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Einleitung

Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Definition

Definiert man allgemein die Abbildung (m > n)
F:R" - R™, F;i(x):=y(tix)—0b;, t1=1,...,m,

kann das nichtlineare Ausgleichsproblem wie folgt formuliert
werden:

Nichtlineares Ausgleichsproblem
Bestimme x* € R™, so dass
IlF(=*)]l2 = min [|F(x)]|2,
oder, dquivalent,
p(a) = minie();
wobei ¢ : R" — R, ¢(z) := L||F(2)||2 = 1 F(z)TF(x).
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Definition

Zur Erinnerung: Die Funktion

¢(x) = 5lIF()|I3 = 3F(z)TF(x)

hat in einem Punkt x* ein lokales Minimum, wenn die folgenden
zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. V¢(x*) = 0 (d.h., ™ ist kritischer Punkt von ¢),

2. ¢"(x*) € R™™ ist symmetrisch positiv definit.

Es 146t sich durch Nachrechnen bestatigen, dass
Vé(x) = F'(z)"F(x),
¢'(@) = F'@)TF(@)+ Y Fi@)F (),
=1
mit Jacobi-Matrix F/(x) € R™*"™ und

; 8% F;(z)
Hesse-Matrix F!'(x) := <7z)
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Zusammenfassung

v

Newton-Verfahren: Konvergenzordnung: p = 2, lokale
Konvergenz

» Stoppkriterium: ||z* — x*|| ~ ||z*t! — zF||

Vereinfachtes Newton-Verfahren: feste Jacobi-Matrix

v

v

Wahl des Startvektors: problemabhingig, Homotopieverfahren

v

Uber Dampfung kann man den Einzugsbereich vergroRern
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung Einleitung

Verstandnisfragen

Es sei f : R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar in einer
Umgebung U von x* und es gelte f(z*) = 0.

Wir nehmen an, dass det(f’(x)) # O fiir alle z € U, und
betrachten die Newton-Methode zur Bestimmung von x*:

xo €U, xpy1 = — (f/(xx)) " f(mr) firk > o0.
Die Newton-Methode ist lokal quadratisch konvergent.

Wenn das Newton-Verfahren konvergiert, dann gilt fiir geniigend
groBe Werte von k : ||z — *|| = ||z — Tr41]|-

Beim Newtonverfahren kann eine Dampfungsstrategie benutzt
werden, die dazu dient fiir jeden Startwert die Konvergenz des
Verfahrens zu gewahrleisten.

Beim Newtonverfahren kann eine Dampfungsstrategie benutzt

werden, die dazu dient Ausléschungseffekte bei der Berechnung der

Korrektur zu vermeiden.
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