Numerische Mathematik I fiir Ingenieure SS18
Verstindnisfragen — Hausiibung 13

VF-1: Es sei f € Cla,b]. Das Integral I(f) := fab f(x)dx werde durch eine Newton-Cotes-Formel I,,,(f) zu
Stiitzstellen a < g < ... < x,,, < b approximiert.

1. | I (f) = f: P(flxo,...,xm)dx wobei P(fl|xq,...,zm) das Interpolationspolynom von f zu den
Stiitzstellen xg < ... < x,, ist.

2. | In,(q) = I(q) fur alle ¢ € I1,,.

3. | Falls f € C™*[a,b], dann gilt fiir den Fehler |I(f) — Ln(f)| < % maxefap | £ ()],

4. | Es sei I7 (f) die zu I,(f) gehorige summierte Regel mit h = b*Ta Falls m gerade ist und f €
C™%2[a, b], dann verhilt sich der Fehler |I(f) — I (f)] fiir n — oo wie O(h™*2).

m

5. | Bei Newton-Cotes-Formeln hsherer Ordnung kann Ausléschung auftreten (instabil).

Berechne eine Approximation von fol sin(m ) dx mit Hilfe der Mittelpunktsregel (Ip).

Berechne eine Approximation von fol sin(m z) dx mit Hilfe der Trapezsregel (I7).
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Berechne eine Approximation von fol sin(m z) dx mit Hilfe der Simpson-Regel (I).

VF-2: Das Integral I(f) := fcd f(z) dz soll numerisch approximiert werden durch eine Quadraturformel
(d—c) X ilocif(xy), mit c <o < ... <y < d.

1. | Newton-Cotes-Formeln basieren auf der analytischen Integration eines Interpolationspolynoms an
f mit dquidistanten Stiitzstellen x;.

2. | Bei allen Newton-Cotes-Quadraturformeln héingen die Integrationsgewichte c; nicht von der Funk-
tion f ab.

3. | Die Newton-Cotes-Formeln sind stets exakt, wenn f ein Polynom vom Grade < m + 1 ist.

4. | Die Gewichte c; sind bei Newton-Cotes-Quadraturformeln immer alle positiv.

5. | Berechne eine Approximation von fol sin(7m z) dz mit Hilfe der summierten Mittelpunktsregel fiir
n =2 (I§).

6. | Berechne eine Approximation von fol sin(7 ) de mit Hilfe der summierten Trapezsregel fiir n = 2
(1).

7. | Berechne eine Approximation von fol sin(7 ) dx mit Hilfe der summierten Simpson-Regel fiir n = 2
(13).

8. | Berechne fol sin(r x) dz exakt.

VF-3: Es sei f € Cla,b]. Das Integral I(f) = fab f(z) dx soll numerisch durch eine Gaufi-Quadraturformel
Gn(f) = (b—a) Y7 gw;f(z;), mit @ <wo < ... <z, <bapproximiert werden.

1. | Die Gewicht w; konnen fiir grofle m auch negativ werden.

2. | Es sei m = 1. Die Gau-Quadratur hat dann die Gewichte wg = w1 = %

Die Stiitzstellen sind dquidistant verteilt.

Gm(Q) = I(Q) fiir alle q € H2m+1-
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Berechne eine Approximation von fOG 2" mit Hilfe der Simpson-Regel.




VF-4: Es sei f € Cla,b]. Das Integral I(f) = fab f(z) dx soll numerisch approximiert werden durch eine
Quadraturformel @Q,,,(f) = (b — a) Z;"':O w;f(z;), mit a <zp <...<xp < b

1. | Die absolute Kondition, beziiglich der Maximumnorm, der Bestimmung von I(f) ist gut.

2. | Sei Q2(f) die Simpsonregel. Es gilt Q2(p) = I(p) fiir alle Polynome p vom Grade 4.

3. | Bei der Gau$-Quadratur héngen die Gewichte w; von der Funktion f ab.

4. | Newton-Cotes-Formeln  basieren auf der analytischen Integration eines Lagrange-
Interpolationspolynoms an f, wobei die Stiitzstellen so gewahlt werden, dass der Fehler
minimal wird.

5. | Berechne eine Approximation von f; e” mit Hilfe der Miittelpunktsregel.

VF-5: Es sei f € CJa,b]. Das Integral I(f) = ff f(z) dx soll numerisch approximiert werden durch eine
Quadraturformel @, (f) = (b —a) Z;'n:o w;f(z;) mit a <zp < ... <z < b

1. | Newton-Cotes-Formeln  basieren auf der analytischen Integration eines Lagrange-
Interpolationspolynoms an f, wobei die Stiitzstellen dquidistant gew#hlt werden.

2. | Sei Q2(f) die Simpsonregel. Es gilt Qa(x?) = I(2?).

3. | Bei den Newton-Cotes-Formeln hingen die Gewichte w; von dem Interval [a, b] ab.

4. | Seien QNY(f) und Q% (f) die Newton-Cotes-Formel und die Formel der Gauss-Quadratur. Fiir
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m > 1 gilt, dass der Exaktheitsgrad von QNC(f) strikt kleiner ist als der von QS (f).

m

5. | Berechne eine Approximation von ff 22 mit Hilfe der Simpsonregel.

VF-6: Essei f € C([a,b]). Das Integral I(f) = f; f(x) dz soll numerisch approximiert werden.
Weiter seien I, (f) = (b —a) Z;ﬂ:o w; f(z;) eine Quadraturformel mit @ < 9 < ... < 2, < b und I}, (f) die
zugehorige summierte Formel .

1. | Die relative Kondition, beziiglich der Maximumnorm, der Bestimmung von I(f) ist gut.

2. | Bei der Gau-Quadratur und bei den Newton-Cotes Formeln sind die Gewichte w; unabhéngig von
der Funktion f.

3. | Die  Gauf-Quadratur basiert auf der analytischen Integration eines Lagrange-
Interpolationspolynoms an f, wobei die Stiitzstellen so gewéhlt werden, dass der Exaktheitgrad
von I,, maximal wird.

4. | Fiir die Newton-Cotes Formeln gilt lim,, oo [Im (f) — I(f)] = 0.

5. | Fiir die GauB-Formeln gilt lim,, o0 | L (f) — I(f)| = 0.

6. | Fiir die summierten Newton-Cotes Formeln gilt lim,, o |17 (f) — I(f)| = 0.

7. | Fiir die summierten Gauf-Formeln gilt lim,, o [I7(f) — I(f)] = 0.

8. |Es seien a = 0, b = 1 und Iy(f) die Simpsonregel. Gib das kleinste n an, fiir das der Fehler

I(22™ + x) — I3(22™ + x) nicht 0 ist.




