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Heute in der Vorlesung

Themen: Dahmen & Reusken Kap. 3.6-3.9
» Cholesky-Verfahren
» Stabilitdt der LR- und Cholesky-Zerlegung
> QR-Zerlegung

» Methoden: Givens und Householder

Was Sie mitnehmen sollten:
» Was ist die Cholesky-Zerlegung und wie wird sie bestimmt?
» Sind die GauR-Elimination und das Cholesky-Verfahren stabil?
» Was ist die QR-Zerlegung und wie wird sie berechnet?
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Cholesky-Zerlegung
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Matrix-Zerlegung

Gegeben sei A € R™*™ (detA # 0) und b € R"™, bestimme
x € R™, so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von
A, so dass das Gleichungssystem “leichter” |6sbar ist.

Verfahren:

» LR-Zerlegung: PA = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT, wobei D Diagonalmatrix
» QR-Zerlegung: A = Q R, wobei Q orthogonale Matrix
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Cholesky- Zerlegung Zusammenfassung
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Satz 3.34.

Jede s.p.d. Matrix A € R™X™ besitzt eine eindeutige Zerlegung
A=LDLT,

wobei L eine normierte untere Dreiecksmatrix und D eine Dia-
gonalmatrix mit Diagonaleintragen

di; >0,1=1,...,n,

ist. Umgekehrt ist jede Matrix der Form LDLT, wobei D eine
Diagonalmatrix ist, die d; ; > 0 erfiillt, und L eine normierte
untere Dreiecksmatrix ist, symmetrisch positiv definit.

Beachte

Aufgrund von Satz 3.33 ist bei s.p.d. Matrizen GauB-Elimination
ohne Pivotisierung durchfiihrbar. = “Symmetrische” LR-Zerlegung
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Cholesky-Zerlegung
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Beispiel 3.35. (Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

2 6 -2 1 0 O dig 0 0
A=(6 21 0 |,L=(tsy 1 0),D=| 0 dz2 O
2 0 16 £31 €32 1 0 0 dss
Es gilt
1 0 0\ (dig 0 © 1 £a1 £31
LDLT = (427 1 0 0 dy2 O 0 1 439
l31 €32 1 0 0 dss/) \0O 0 1
di 1 0 0 1 £231 £3:1
= £2’1d1,1 dz,z 0 0 1 23’2
£31d1,1 £32d22 d3g3 0 O 1

Die elementare Auswertung der Gleichung LDLT = A kann man
aufgrund der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschranken.
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Cholesky-Zerlegung
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Beispiel 3.35.
2 * * d1,1 0 0 1 £2,1 £3,1
6 21 x | =|flz1d11 da2p2 0 0 1 {32
-2 0 16 £3,1d11 €32d22 d3gs 0 O 1

) Element: d1,1 =ail = 2 =
) Element: £2,1d1’1 =az21 = 6 = £2,1 = 6/2 =
) Element: £3,1d1,1 = ag1 = -2 = 63,1 = g =
2)-

Element: £§,1d1,1 +d22 =az2 =21

sy =21-0:2 ]

(3,2)—E|ement: £2,1£3,1d1,1 + £3’2d2,2 =agz2 = 0

= l32=—(—1)-2-3/3 = |ls2 = 2|

(3,3)-Element: £§,1d1,1 + £§,2d2,2 +d3 s = as3 = 16

= dz3 =16 —(—1)2.2—22.3 :>
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Cholesky-Zerlegung
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Beispiel 3.35.

(1,1)—E|ement: dl,l =ai; =
(2,1)-Element: £31d11 = @21 = €21 = a2,1/d11 =

)-
(3,1)-Element: £31d1,3 = a3 = €31 = Zii =
2)-

( Element: Eg,ldl,l + d2’2 = a2,

(3,2)—E|ement: £2,1£3,1d1,1 =+ £3’2d2,2 = as,2

= €32 = —azz — €21€31d1,1/d22 =

(3,3)—E|ement: Eg,ldl,l + £§,2d2,2 + d3,3 = asg3

= d3,3 = a3,3-(€§71d1,1 + £§’2d2,2) =

1 00 2 00
=—=L=|3 1 0|udD=1|0 3 0
-1 2 1 0 0 2
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Cholesky-Zerlegung
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Cholesky-Verfahren

Ergebnis fir die Eintrdge von L und D

Fir die aufeinander folgenden Spalten , kK = 1,2,...,n, hat man
explizite Formeln fiir di , und £; 5, (3 > k):

k—1
_ 2 g
dee = apk— Y L djj,
j=1
k—1
aig — Y Lijd;ilh;
i=1
big =
di,k
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Cholesky-Zerlegung
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Programmentwurf Cholesky-Verfahren

Firk=1,2,...,n:
diag <« ark — Dk a,zc,jaj,j;
falls diag < 10~ Sag,x Abbruch
ak,k < diag,
fire=k+1,...,n

@ik < (Qik — D ek ij@),jOk,5) [ Ok ks

Rechenaufwand 3.36.
1

Man kann das Cholesky-Verfahren mit ca. 6n3 Multiplikationen
und etwa ebenso vielen Additionen realisieren.

Der Rechenaufwand betrdgt also etwa die Halfte des Aufwands der
LR-Zerlegung.
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Cholesky-Zerlegung
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Bemerkung 3.37.

» LDLT entspricht der LR-Zerlegung fiir R = DL™ . Bei s.p.d.
Matrizen ist Pivotisierung weder ndtig noch sinnvoll. Beachte,
dass Pivotisierung die Symmetrie der Matrix zerstoren wiirde.

» Die Losung des Problems Ax = b reduziert sich auf

LDLYz =b, dh. Ly =b und LTz = D y.
——
=y
> In obiger Version enthélt das Verfahren die Abfrage

diag < 10_50,]{,’]4,

Falls dies gilt, kann nicht mehr gewahrleistet werden, dass das
entsprechende Pivotelement strikt positiv ist.
In diesem Sinne testet das Verfahren Positiv-Definitheit.
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Cholesky-Zerlegung
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Stabilitat

Stabilitdtsanalyse Cholesky-Verfahren und Gaul-Elimination

Wiederholung: Riickwartsanalyse

exakt
exakte Daten = 7 (exakt) f(x)

f (numerisch)

Ruckwartsfehler Fehler im Resultat

gestorte Daten & f(@)=Ff(x)

f (exakt)
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Cholesky-Zerlegung
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Stabilitat

Stabilitdtsanalyse Cholesky-Verfahren und Gaul-Elimination

Nach dem Prinzip der Riickwértsanalyse wird das Ergebnis der
Rechnung als Ergebnis exakter Rechnung zu gestorten
Eingabedaten A + A A interpretiert.
Sei

Ax =b

mit A symmetrisch positiv definit.
Das Cholesky-Verfahren wird eingesetzt.
Man kann zeigen, dass die berechnete Lésung & die exakte Losung

eines Systems
(A+AA)x =D

ist, mit
|AA oo

[Aloo

Hierbei ist ¢;, eine "kleine” Zahl und eps die Maschinengenauigkeit.

< Cn c €Ds.
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Cholesky-Zerlegung
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Stabilitat

Stabilitdtsanalyse Cholesky-Verfahren und Gaul-Elimination

Deshalb ist das Resultat & mit einem Fehler behaftet, der in der
GroRenordnung des durch die Kondition des Problems bedingten
unvermeidbaren Fehlers bleibt:

|2 — z||oo < R”(A)% < Koo(A)cneps
[E(P = 1-keo(a)lipfllee N1 — Koo (A)cneps

R Koo(A)cpeps,

wenn Keo(A)cpeps K 1.

Damit ist das Losen eines s.p.d. Systems iiber das Cholesky-
Verfahren stabil.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Cholesky-Zerlegung
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Stabilitat

Stabilitdtsanalyse Cholesky-Verfahren und Gaul-Elimination

Falls A nicht symmetrisch positiv definit ist, kann man zur Lésung
des Problems Ax = b auf eine LR-Zerlegung der Matrix A
zuriickgreifen. Dazu wird die GauB-Elimination eingesetzt.

Falls GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung angewendet
wird, kann man Resultate wie beim Cholesky-Verfahren zeigen.

Damit kann man die L&sung eines linearen Gleichungssystems iiber
die GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung als ein stabiles
Verfahren einstufen.

Die Lésung iiber die GauB-Elimination ohne Pivotisierung ist im
allgemeinen nicht stabil.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Cholesky-Zerlegung
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Stabilitat

Hilbert-Matrix

1 1 1
1 3 3 - n
1 1 1
2 3 ntl n X n-Matrix
H, = % regular
symmetrisch
1 1 o -
=3 3n_3 positiv-definit
i 1 ., 1 1
n n+l 2n—2 2n—1
3
5
z:=|0]| € R”, b:= H,xx, (in Matlab, eps ~ 10~16)
0
H,, & = b gelést mit stabiler Matlab-Methode. Matlab-Demo
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QR-Zerlegung
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Matrix-Zerlegung

Gegeben sei A € R™*™ (detA # 0) und b € R"™, bestimme
x € R™, so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von
A, so dass das Gleichungssystem “leichter” |6sbar ist.

Verfahren:

» LR-Zerlegung: PA = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT, wobei D Diagonalmatrix
» QR-Zerlegung: A = Q R, wobei Q orthogonale Matrix

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Warum QR?

Orthogonale Matrizen

Eine Matrix Q € R™*™ heilt orthogonal, falls
QTQ =1

Das bedeutet,

» die Spalten von Q bilden eine Orthonormalbasis des R™;

» die Inverse von Q ist einfach zu bestimmen

Q' =q".

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Warum QR?

QR-Zerlegung

Gegeben sei eine rechteckige Matrix A € R™X"™, bestimme eine
orthogonale Matrix Q € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix
R € R™*™ so dass

A=QR.

» Ldsung eines linear Gleichungssystems (A € R™*"™ regulir)

Az =b & QRx=b & Rx= Qb
——

Matrix-Vektor-
Produkt

Riickwartseinsetzen

» QR-Zerlegung auch fiir rechteckige Matrizen durchfiihrbar.
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QR-Zerlegung
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Satz 3.41.

Sei Q € R™*™ orthogonal, dann gilt:
(i) QT ist orthogonal.

(i) |Qzl|2 = ||z||2 fir alle € R™.
(iil) k2(Q) = 1.

(iv) Fir beliebiges A € R™*™ bzw. A € R™*"™, m € N
beliebig, gilt [[Allz = [|QA[l2 = [|AQ]|2-

(v) Es gilt (fir A wie vorhin) k2(A) = k2(QA) = k2(AQ).

(vi) Sei Q € R™ ™ orthogonal, dann ist QQ orthogonal.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Givens-Rotationen

Berechnung der QR-Zerlegung

Wir haben mehrere Mdglichkeiten:

» Gram-Schmidt Orthogonalisierung

Idee: Schrittweise Orthogonalisierung der Spalten von A

» Givens-Rotation

Idee: Schrittweise ebene Drehungen der Spalten von A

» Householder-Transformation
Idee: Schrittweise Spiegelungen der Spalten von A

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung Zusammenfassung

Givens-Rotationen

Grundaufgabe

Gegeben sei (a,b)T € R2\ {0}. Finde ¢, s € R mit

(5 96 =()

und
c? + s?2 =1.
A . a b
Die Losung ist: » = +\/ a2 + b2, c:= —, s:= —

Beachte

<
<

Drehung verandert nicht die Euklidische Lange eines Vektors, d.h.
1(r,0) |2 = |r| = Va2 + b2 = ||(a,b) 2.

» Die obige (Rotations-)Matrix ist orthogonal.
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QR-Zerlegung
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Givens-Rotationen

Givens-Rotations-Matrix

Die orthogonale Matrix G; ;, € R™>™ ist gegeben durch

1 k]
1
1
7 — s 0O --- 0 s
0 1 0
Gir =
0

0 10

kE — —s 0 0 ¢
1
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QR-Zerlegung
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Givens-Rotationen

Givens-Rotations-Matrix

...und damit ergibt sich

fur

1

1
c 0 0 s
0 1 0
0 1 0
—s 0 0 c

Tr—1
Tk
Tr41

1 Tm

r=+vx;2 +x2, c=uwz;/r, s=ux/r.

IGPM, RWTH Aachen

Numerische Mathematik
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QR-Zerlegung
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Givens-Rotationen

Beispiel 3.43.

G G
-3 = o = 0
1 1 0
mit
4 3 5 1
5 —5 0 v 0 U
G1,2 = % % ol, und G]_,3 = 0 1 0
1 5
0 0 1 7% 9 U

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Givens-Rotationen

Beispiel 3.45.
* ok %k ® ® ® ® ® ® * k%
* ok % 0 ® ®| Gis 0 x = G2,3 0 ® ®
s d
* ok ok * k% 0 ® ® 0 0 ®
* k% * % % * % % * % %
® ® ® * ok ok * k%
Gi1,4 0 * % Ga,4 0 ® ®| Gsa 0 * =x
A o
0 0 =x 0 0 = 0 0 ®
0 ® ® 0 0 ® 0 0O

» Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung
von G 1, neu berechnet werden miissen.

» Die Reihenfolge Gl,z, G1,3, G1,4, G2,3, G2’4, G3,4 ware
auch moglich.
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QR-Zerlegung
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Givens-Rotationen

Beispiel 3.46.

3 5 5 7 5 7
0 2| Gia [O 2 | G2a [0 /5
d S
00 0 0 o o |’
4 5 0 —1 0 0
wobei
3 4
3 00 % 1 0 0 O
0 1 00 0o 2 o -L
G174 = 5 und G2,4 = V5 V5
0 010 0 0 1 O
4 3 1 2
2 00 2 0 = 0 %

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Givens-Rotationen

QR-Zerlegung iiber Givens-Rotation

Die obige Konstruktion mit Givens-Rotationen zeigt, dass fiir jede
Matrix A € R™*"™ eine QR-Zerlegung existiert.

Satz 3.47.

Gegeben sei A € R™*™,
Dann existiert eine orthogonale Matrix @ € R™*™ und eine obere
Dreiecksmatrix R € R™*™ mit

A=QR.

Merke:

Bei der Implementierung der QR-Zerlegung iiber Givens-Rotation
werden die Matrizen G . nie explizit berechnet.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
00000000 ®

Givens-Rotationen

Givens-Rotation: Zusammenfassung

Q R-Zerlegung iiber Givens-Rotationen:

» Das Verfahren ist sehr stabil. Pivotisierung ist nicht
erforderlich.

» Durch Beriicksichtigung von schon vorhandenen 0-Eintrigen
bei diinnbesetzten Matrizen |48t sich das Verfahren flexibel an
die Struktur einer Matrix anpassen.

» Der Aufwand fiir die QR-Zerlegung einer vollbesetzten
m X n-Matrix iiber Givens-Rotationen betragt etwa
%n?’ Operationen, falls m ~ n, und etwa 2mn?
Operationen, falls m > n. Zu beachten ist aber, dass fiir
diinnbesetzte Matrizen der Aufwand wesentlich niedriger ist.

» Bei der sogenannten schnellen Givens-Rotation wird der
Aufwand etwa halbiert

( ~ §n3, falls n =~ m; ~ mn?, falls m > n)

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Berechnung der QR-Zerlegung

Wir haben mehrere Mdglichkeiten:

» Gram-Schmidt Orthogonalisierung

Idee: Schrittweise Orthogonalisierung der Spalten von A

» Givens-Rotation

Idee: Schrittweise ebene Drehungen der Spalten von A

» Householder-Transformation

Idee: Schrittweise Spiegelungen der Spalten von A

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Householder-Transformationen

Fiir v = (v1,...,v,)T € R™, v # 0 ist die Householder-
Transformation definiert als

’U’UT

Qv =1-2 ma
wobei die Dyade, v vT, gegeben ist durch

U1 V1V1 ... V1Up
vo' = | | (viy..,0n) = : : .

Vp VpV1 .. UpUp

» Die Householder Transformation @, ist orthogonal, d.h.

QZQ’U:I7 Q;lZQZ

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Householder-Transformationen

Geometrische Interpretation: Spiegelung
H, :={z e R" | 2Tv = 0}

H,

Q.v Y

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Householder-Transformationen

Eigenschaften 3.50.
> Q'v = Qf
> Q?) :I
Zweimalige Spiegelung ergibt den urspriinglichen Punkt.
» Qav = Qo aER,a;ﬁO
Skalierung des Normalenvektors dndert nicht die Spiegelebene.
> Quy =y =y v=0
Urspiinglicher und gespiegelter Punkt sind nur identisch, wenn
der Punkt in der Spiegelebene liegt.

> Qv = —v.

Spiegelung des Normalenvektors vertauscht das Vorzeichen.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Householder-Transformationen

Grundaufgabe

Zuy € R™, y & span(el), finde v € R™, so dass gilt:
Quy = %||yl2€"

» Die Lésung der Grundaufgabe ist:

1
v=y=|yllze
» Um Ausléschung zu vermeiden, wihlt man

v =y + sign(y1)||yllze', mit sign(0) := 1.

Zusammenfassend

a = sign(y1)llyll2
v = y—|—af.e1
Qvy = —ae'
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QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Beispiel 3.51.
Aufgabe
2
Zuy = | 2| wird v € R3 gesucht, so dass gilt:
1

1
Q.y = £||y|l2e* =43 (0
0

5
» Wir erhalten « = 3, und v =y + ae! = | 2|, und damit
1

-3

Quy = 0
0

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
000000800000

Householder-Transformationen

Beispiel 3.51.

Zur Berechnung von Q,y wird die explizite Form von @Q,,

5
2] (5,2,1
v 1 00 1(”) L [0 -10 -5
Qu=I-2——=10 1 0 _27523 10 11 -2
vTU
0 0 1 5 2 14
(5,2,1) | 2
1

nicht bendtigt.

Q P 2va
bW = —2— |lw=w—
vTv vTv

20T w

v.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Reduktion auf obere Dreiecksform

» Sei a' die erste Spalte der Matrix A € R™*" m > n.
» Man wendet die Grundaufgabe mit y = a' an:

vl =a' + sign(a1,1)||a1||2el - Q1:=Q,1 — Q1A

» Sei a(®1 die erste Spalte der Matrix A . ..

A=AW @A = AP Q2914 = A®)
¥k eee eee %k O % eo0 oee % 0 x =

A®) : 0 0% oo %

Lo AG)

kK eee e X 0% o0 o0 % 0 0% -+ =%

Qn_1---Q2Q1A=R,bzw. A=QTQT...QT_R=QR

c¥n—1

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Beispiel 3.52.

Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

11
A=12 0
2 0

mittels Householder-Transformation.

1. Grundaufgabe mit y = a! (erste Spalte von A) ergibt

1 4
vl=(2]+3t=(2] - Qi =Q,.
2 2
2. Fiir die zwei Spalten der Matrix Q1 A ergibt sich
1 -3
Qil2|=1|0 (siehe Beispiel 3.51.)
2 0

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Beispiel 3.52.

1 1 0 1 1A -3
Qi|0]|=|(0 twhHT [o|=(0]-Sv'=]|-2
0 o) (@HTv! 0 o/ 3 2
3

3. Daraus folgt 3 .1

S -3

Q1A= |0 -%

0 -}

4. Grundaufgabe mit y gleich erster Spalte von A(®), d.h.

y=(-2,-2)T, ergibt

Jialo)=(*77) - @-an

3

>4
N
I
1 1
wine N
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QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Beispiel 3.52.

1 00 -3 -
0 22
0 O

win
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QR-Zerlegung
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Householder-Transformationen

Householder-Transformation: Zusammenfassung

» Die QR-Zerlegung iiber Householder-Transformationen ist
ebenfalls sehr stabil.

» Gesonderte Pivotisierung ist nicht erforderlich.

» Der Aufwand fiir die QR-Zerlegung einer vollbesetzten
m X n-Matrix uber Householder-Transformationen ist etwa

%n3 Operationen, falls m ~ n, und etwa mn? Operationen,

falls m > n.

Wichtige Anwendungen der Q R-Zerlegung:

» Ausgleichsrechnung (siehe nichstes Kapitel)

» Berechnung von Eigenwerten

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Zusammenfassung
[ Je]

Zusammenfassung

» Cholesky-Zerlegung: A = LDL”T

> Nur fiir symmetrisch positiv definite Matrizen (“symmetrische”
LR-Zerlegung)

» Berechnung durch elementweise Auswertung von A = LDLT:
Cholesky-Verfahren

» QR-Zerlegung: A = QR
» Existiert auch fiir rechteckige Matrizen

» Berechnung iiber Givens-Rotation, Housholder-Transformation
(oder Gram-Schmidt)
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Zusammenfassung
oe

Verstandnisfragen

f Fiir die Matrix A < 01 g) existiert eine Cholesky-Zerlegung
1 0 2 0
CA T it T — _
Essei A= LDL* mit L = (10 1) und D = (0 2.5>.

Geben Sie det A~ an.

w | Fiir jede symmetrische orthogonale Matrix Q gilt Q% = I.

vTy

Es seien v,z E RZ mitv # 0, & = (_31> und Q, = I— 2w

eine Householder-Transformation.

Geben Sie [|Qu||3 an.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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