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Heute in der Vorlesung

Themen: Dahmen & Reusken Kap 5.6
» Das Newton-Verfahren fiir Systeme
» Methode

» Konvergenzeigenschaften
» Varianten der Methode

Was Sie mitnehmen sollten:
» Wie funktioniert das allgemeine Newton-Verfahren

v

Eigenschaften des Newton-Verfahrens

Wie sieht das vereinfachte Newton-Verfahren aus

v

Weshalb verwendet man Dampfung

v
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Skalare Nullstellen

Verstandnisfragen zur letzten Vorlesung

Sei z* eine Nullstelle der Funktion f(z) = |z|?>5 — 3.

w | f hat eine eindeutige Nullstelle * in [0, c0).

f | Sei xo ein Startwert aus einer hinreichend kleinen Umgebung
von z*, und xg, k > 1, die mit dem Newton-Verfahren
berechnete Folge.

Es gilt |xx — *| = (xx — Tr41)? fiir k hinreichend groR.

w | Das auf f angewandte Newton-Verfahren konvergiert fiir jeden
Startwert g > 0 gegen eine Nullstelle.
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Skalare Nullstellen

Verstandnisfragen zur letzten Vorlesung

Es seien ® : R™ — R™ stetig differenzierbar und * so, dass
®(z*) = z* gilt.

Fiir zo € R™ wird die Fixpunktiteration xx4+1 = ®(xk),
k=0,1,2,... definiert.

Weiter sei ®’(x) die Ableitung von @ an der Stelle x.

Esseien n = 1, f : R — R zweimal stetig differenzierbar, und
f(x*) =0, f'(x*) # 0. Weiter sei ®(x) := x — /()

Fi(=)
Bestimmen Sie ®'(x*). D

w | Es seien f: R® — R™, M € R™"*™ mit detM # 0, und
®(x) := x — M f(x). Das Nullstellenproblem f(x) = 0 hat
dieselbe L3sungen wie das das Fixpunktproblem ®(x) = .
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Newton-Verfahren fiir Systeme

Aufgabe

Sei f = (f1y---5fn)T : R® — R™ (fiir n > 1) eine zweimal
stetig differenzierbare vektorwertige Funktion.
Bestimme

z* = (z%,...,25)T € R", so dass f(z*) =0

erfullt ist.

» Notation: Wir bezeichnen die Lésung am lterationsschritt k
mit
b = (b, ..., 2")T e R™.

» Zur Erinnerung: Taylor-Entwicklung (fir i = 1,2,...,n)
~ sz azk
fi@) = fi(@)+Y 6;,) (5—af)+0 (|lz — 2"|13)
j=1

J
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Das Newton-Verfahren fiir Systeme

» Taylor-Entwicklung kompakt
f(x) = f(2*) + f'(2*) (2 — 2F) + O(||l= — 2*|)3),
wobei die Jacobi-Matrix gegeben ist durch

Ofi(z) .. Ofi(z)
3:1}1 6mn
fl@=1 : | eRT
Ofn(z) ., Ofn(x)
Oz Oxn

» Fiir die Nullstelle z**1 der linearen Niherung von f in z*

folgt (vgl. Tangente)
0 = f(a*) + f/(a*) (" — o),
und hieraus erhalt man

mk:—i—l — $k _ (f,(mk))_l f(:ck)
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Skalare Nullstellen Newton-Verfahr Zusammenfassung
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Das Newton-Verfahren fiir Systeme

Algorithmus 5.28. (Newton-Iteration)

Gegeben: Startwert x0.
Fir Kk =10,1,2,...
1. Berechne f(x*) und f’(z*)
2. Lose das lineare Gleichungssystem in s
f'(@*) s = —f ().

3. Setze (Newton-Korrektur)

k

wk+1 — :L‘k + Sk:

» Schritt 2 erfordert die Lésung eines i X m linearen
Gleichungssystems => LR-Zerlegung.

» Die Inverse von f’(z*) wird nicht explizit berechnet.
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Beispiel 5.29.

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
fi(x1,22) = 6x1 —cosxy —2x2 =0
fo(x1,22) = 8y — :L'lazg —sinz; =0

Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens ausgehend vom
Startwert % = (0,0)7 durch.

» Berechnung der Jacobi-Matrix

f,(m):< 6 + sinz; 2 >

—wg—cosml 8 —2x1 o

» Berechnung von f(x°) und f/(z°)
ey = () we e = (5 0.
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Beispiel 5.29.

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
fi(x1,22) = 6x1 —cosxy —2x2 =0
fo(x1,22) = 8wy — xlwg —sinxz; =0

Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens ausgehend vom
Startwert z° = (0, 0)T durch.

0

» Berechnung der Newton-Korrektor s° aus
6 -2\ [s9 -1 , 1 (8
= - = 8§ = —
-1 8/ \sY 0 46 \1

» Berechnung von x! ergibt schlieRlich

1 /8
1 0 0
+ 46<1>
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Satz 5.31.

Annahmen:

> Gebiet Q C R™ offen und konvex

» Funktion f : © — R™ stetig differenzierbar
» Jacobi-Matrix f/(x) € R"*™

» invertierbar
det(f'(x)) #0, firallex € Q

» die Inverse beschrankt durch eine Konstante 3

I(f/ ()| < B fiir alle x € Q.

» Lipschitz-stetig auf € mit einer Konstanten -~y
1£(x) = £ W < Alle —yll, =,y € Q.

» Es existiere eine Losung * von f(x) = 0 in Q.
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Satz 5.31.

Der Startwert 2 erfiille

20 € Ky(@) = {z €R" | ||lo* — o] < w}
mit w hinreichend klein, so dass K, (x*) C € und

2
w < —.

- By

Dann gilt fiir die durch das Newton-Verfahren definierte Folge
k oo
{w } C K,(z*)
k=0
und sie konvergiert quadratisch gegen x*

67
|kt — z*|| < = ||z* — =*||?, k=0,1,2,..
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Beispiel 5.2. (Erinnerung

Statt der linearen Integralgleichung im Beispiel 3.3.

1
u(x) + 2/ cos(zt) u(t)dt =2, =z € [0,1]
0
ist nun eine nichtlineare Integralgleichung zu |3sen:
Gesucht ist eine Funktion u(x) > 0, die die Integralgleichung
1
u(x) + 2 / cos(xt) u(t)®dt =2, = € [0,1]
0

erfiillt.
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Beispiel 5.33.

Aus Beispiel 5.2. ergibt sich fiir n = 60 das Gleichungssystem

fi(x1,z2,...,%60) = O, t=1,2,...,60,

wobei

3600 i’

1 60 i1 _l
fi(xlawz, e ,CCGO) = ;Bi—z_}_GOjglcos (( ) (.7 )) ;]33

Fiir die Jacobi-Matrix erhalt man

1 ('—1)2 . .
1—|-zocos< 3630 ):cf firi=j

afi(x) _

ox; )
’ %cos <( 325(()%_ )> fir ¢ # j.

(f,(w))i’j =
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Beispiel 5.33.

In jedem lterationsschritt des Newton-Verfahrens werden

» die Jacobi-Matrix f/(x*) und der Funktionswert f(z*)
berechnet,

» das lineare Gleichungssystem f/(x*) s® = — f(x*) gelost,

» gkt — gk 4 sk berechnet.

Ergebnisse fiir den Startwert 2° = (2,2,...,2)T:

k £ P2 "L — 2F] |
0 5.87e+01 4.75e+00

1 1.50e+01 2.31e+00

2 2.52e+4-00 5.78e—01

3 1.31e—-01 3.32e—-02

4 | 4.10e-04 1.05e—04

5 4.09e—-09 1.05e—-09

6 2.51e—15 —

Die dritte Spalte zeigt die Fehlerschitzung
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Beispiel 5.33.

1
e ult) =u| —2|, i=1,2,...,60.

Diese Naherung der Funktion u(x), € [0, 1], ist in folgender
Abbildung dargestellt:

+
1k L+ J
L+

T
i+

++
095 L+t 4

0.9 I I I I I I I I I
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Varianten der Newton Methode

Hinweise zur praktischen Durchfiihrung

1. Das vereinfachte Newton-Verfahren

Problem: Jeder Schritt erfordert Aufstellen und Lésung des n X n
linearen Gleichungssystems

f(a®) s = —f(").
Ansatz:
» Aufstellen der Jacobi-Matrix im ersten Schritt f/(x9).

» Statt f/(x*) verwende f/(x°) zur Bestimmung der
Newton-Korrektur, d.h.

Fl(x0) sk = —f(xF) = ! =k + s k=0,1,2,...

» L R-Berechnung effizient (“mehrere rechte Seiten”)

Beachte

» quadratische Konvergenz geht verloren

» evtl. neue Berechnung von f’ nach ca. 3-5 Schritten
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Varianten der Newton Methode

Hinweise zur praktischen Durchfiihrung

2. Auswertung der Jacobi-Matrix

Problem: Eintrige der Jacobi-Matrix, 8 f;(z*)/8z;, nicht oder
nur schwer in geschlossener Form berechenbar.

Ansatz:

» Anniherung durch numerische Differentiation

0fi(x) _ fil@+hel) - fi(x)

ox; h
wobei €7 der j-te Einheitsvektor ist.
» Wahl von h (— Kapitel “Interpolation”)
» zu groB: verringert Genauigkeit der Approximation und damit
Konvergenz

» zu klein: birgt Gefahr der Ausléschung

» Siehe auch: Quasi-Newton-Verfahren (BFGS)
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Varianten der Newton Methode

Hinweise zur praktischen Durchfiihrung

3. Homotopieverfahren

Problem: Bestimmung eines “guten” Startwerts.

Ansatz:

» Beniitze Problemparameter oder kiinstlich eingefiihrten Para-
meter p zur Definition einer Familie von Problemen

F(IB, H) =0,
so dass F' fiir ein p einfach lésbar ist.
» Beispiel: Nichtlineare Diffusion u; = div (k(u) Vu) mit
Warmeleitfahigkeit k(u) = ¢1 + cau.
Wihle als Parameter pu = cs.

1. Setze p = 0. L&se das lineare Problem F'(u,0) = 0.

2. Setze p = p+ Ap (klein) und nehme alte Lsung als Startwert
fir das Problem F(u, ) = 0.

3. lteriere bis Newton konvergiert.
Falls g = co: STOP, sonst gehe zu 2.
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.1. & 5.34.
4. Wahl des Startwerts

Bestimme den Punkt (x, y), so dass fiir eine Punktmasse m an
der Stelle (x, y) die Gravitationskrafte F; zwischen m und m; im
Gleichgewicht sind.

ms3 e (0,y3)
m F2.a
|
Fayl - 3
ma Fa o ms
(x1,0) (0,0) (x2,0)
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.1. & 5.34.
» Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen M7 und M>

mit gegenseitigem Abstand 7r:
My M,
2 9

F=G
r

wobei G = 6.67 - 1011 Nm? /kg.
» HilfsgroRen
ri = (x—x)? + (y —vi)?,

m;m
F, = G—5—,
T
Fi(x: — Fo(y: —
F;p := M, Fi, = M, i=1,2,3.
L& L&

» Gleichgewichtsbedingungen
Fip+ Fyp + F3, =0,

IGPM, RWTH Aachen
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Newton-Verfahren fiir Systeme
[e]e]e]e]e] lelele)

Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.1. & 5.34.

» Hieraus ergibt sich das nichtlineare Gleichungssystem

3 m; (x; — @)
T,y) = =0
iy ; (@ — )2 + (y — y:)*)*/*

3
m; (y; — y)

fa(z,y) = Z

= (@ —w)? + (y—p)2)?
» Fiir fl, f2 gllt

(hen) = vue,

wobei das Potential U gegeben ist durch
3

U(z,y) := mzl (s — )2 + (s — y)?)/?
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Newton-Verfahren fiir Systeme
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Varianten der Newton Methode

Beispiel 5.1. & 5.34.

» Wahl des Startwerts: (x*, y*) ist genau dann Ldsung des
Systems, wenn (x*, y*) ein lokales Minimum, lokales Maximum
oder ein Sattelpunkt des Potentials U ist.

» Das Potential U hat zwei Sattelpunkte und keine lokalen
Maxima oder Minima.

Das System hat also genau zwei Ldsungen.

% (o)

u
O

4
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Varianten der Newton Methode

Newton-Verfahren fiir Systeme
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Beispiel 5.1. & 5.34.

» Anhand der Graphik kann man geeignete Startwerte wahlen.

» Ergebnisse des Newton-Verfahrens:

k z v £,y la|ll(2*, ) — (@, g )]l
0{—0.800000000000000{0.200000000000000{ 3.25e—01 1.31e—01
1|-0.697601435074387|0.281666888630281| 1.03e—02 4.45e—03
2|—0.694138545697644|0.284468076535443| 1.09e—05 4.09e—06
31—0.694134676058600(0.284469396792393| 9.67e—12 4.57e—12
4|—0.694134676055255|0.284469396789285| 2.02e—16 -

k z* v 1 (=*, ") l2[ll(=*, 5*) — (=42, 5 D)l
0/0.5000000000000000{2.200000000000000| 1.87e—01 6.32e—02
1/0.4803549525148845|2.260066598359946| 4.51e—03 2.27e—03
2]0.4825811382211886|2.259618040348963| 4.01e—06 1.75e—06
3[0.4825819025667199(2.259619618799409| 3.13e—12 1.59e—12
4/0.4825819025657873|2.259619618798127| 3.33e—16 -

IGPM,

RWTH Aachen
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Varianten der Newton Methode

Hinweise zur praktischen Durchfiihrung

5. Gediampftes Newton-Verfahren

Problem: Divergenz bei schlechtem Startwert
Ansatz:
Man setzt

zhtl = gk + A sk

fiir ein passendes A = A, 0 < A < 1.

Matlab-Demo
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Zusammenfassung
[ Je]

Zusammenfassung

v

Newton-Verfahren: Konvergenzordnung: p = 2, lokale
Konvergenz

» Stoppkriterium: ||z* — z®|| ~ ||zFT! — x®||

Vereinfachtes Newton-Verfahren: feste Jacobi-Matrix

v

Wahl des Startvektors: Homotopieverfahren, problemabhangig

v

v

tiber Dampfung kann man den Einzugsbereich vergréBern
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Zusammenfassung
oe

Verstandnisfragen

Es sei f : R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar in einer
Umgebung U von x* und es gelte f(x*) = 0.
Wir nehmen an, dass det(f’(x)) # O fiir alle z € U, und
betrachten die Newton-Methode zur Bestimmung von x*:

o €U, xpi1=xp— (f'(xzk))" " fz) firk > 0.

w | Die Newton-Methode ist lokal quadratisch konvergent.

w | Wenn das Newton-Verfahren konvergiert, dann gilt fiir
geniigend grole Werte von k : ||z — =*|| = ||zk — Tr41]]-

f | Beim Newtonverfahren kann eine Dampfungsstrategie benutzt
werden, die dazu dient fiir jeden Startwert die Konvergenz des
Verfahrens zu gewahrleisten.

f | Beim Newtonverfahren kann eine Dampfungsstrategie benutzt
werden, die dazu dient Ausléschungseffekte bei der
Berechnung der Korrektur zu vermeiden.
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