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Heute in der Vorlesung

Themen: Dahmen & Reusken Kap 8.1-8.3
» Lagrange-Interpolationsaufgabe
» Fehleranalyse

» Numerische Differentiation

Kapitel 10: Numerische Integration

Was Sie mitnehmen sollten:

» Fehlerreduktion bei Interpolation:
Erhohung Polynomgrad oder Stiitzstellenanzahl?

» Numerische Differentiation:
Wie macht man das und wie wahlt man die Schrittweite?
Wie macht man das und wie wihlt man die Schrittweite?

» Grundidee der numerischen Integration
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Wiederholung

Existenz und Eindeutigkeit

Satz 8.3.

Das Lagrange-Interpolationsproblem ist , d.h.
zu beliebigen Daten f(xo), f(x1),..., f(xy) existiert ein
eindeutiges Polynom P,, € I1,, mit

P,(xz;) = f(zj), 7 =0,...,n.

Insbesondere lasst sich P, (x) explizit in der Form

darstellen, wobei

die sogenannten sind.
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Wiederholung

Darstellung von P,,(x): Newtonsche Interpolationsformel

Bemerkung 8.14.

On = [0y ..., xy]f ist offensichtlich der des
Interpolationspolynoms P(f|xg,...,xyn)(x), d.h. der Koeffizient
der Potenz x™.

Wendet man dieselbe Argumentation auf das Interpolationspolynom
P,_1(x) = P(f|xo,...,Tn—1)(x) an, so ergibt sich induktiv
die

Newtonsche Interpolationsformel

P(f|zos...,xn)(x) = [xo]f + ( — x0) - [0, T1]f
+(z — z0) (z — 1) * [T0s T1, T2] f + -+
+(x—xo) -+ (x — Tp—1) + [Toy. .-y xn] S
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Wiederholung

Losungsdarstellung

Die selbe Losung Py, = P(f | o, ..., an) hat unterschiedliche
Darstellungen abhangig von der \Wahl der Basis in TL,:

1. Lagrange-Basis
n

nox— xp
Po(z) =) f(x;) tin(x), Lin(x) = [ ——.
) - X — Tk
J:O 2;‘(1) J
2. monomiale Basis

n ao f (o)
P,(x) = Z a; x?, Vol 1 | = ; )
=0 An f(zn)
3. NevvtonschenBasis
P,(x) = Z[wo, ..., x;| fw;(x), Knotenpolynome w; und
§=0

[mo"“’a’n]f: [131,...,213n].f— [mo,...,mn_l]f.
Ty — T0
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Wiederholung

Satz 8.21.

Es gelten folgende Eigenschaften:

(i) [Toy-..,xn]f ist eine symmetrische Funktion der
Stiitzstellen, d.h.

(konkret gilt zum Beispiel [xg, z1, z2]f = [®1, To, z2] f).
(i) Fir Q € g_q gilt [Lo,...,zk]Q =0
(iii) Fur die wy, gilt
1 j=k

Ly Lp|w; =
[0’ ’ k] J 0 sonst

, firj,k=0,...,n.

(iv) Sei @ := ming<ij<n Ti, b= maxo<i<n Ti,

I :=[a,b] und f € C™(I). Dann existiert £ € I, so dass
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Fehleranalyse — Restglieddarstellung

Satz 8.22.

Seien xq, . .., X, paarweise verschiedene Stiitzstellen, x € R,
a := min{xo,...,Tn},
b := max{xo,...,xzn} und
Il 8= [a, b] .

Fiir f € C™T1(I) existiert £ € I, so dass gilt

Insbesondere gilt
I?r}g;( |f(y) - P(fle’ coog wn)(y)l
EARI )]
H (y — ;)| - .
= el (n+1)!

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 6
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Beispiel 8.24.

Die Funktion f(z) = log(1 + «) wird an xg =0 und ;1 = 1
linear interpoliert.

» Mit den Ableitungen

/ = 71 un "(x) = —71
@)= g w1 =~
erhilt man fiir £ € [0, 1]
F(@) — P(f10,1)(z) = —(z — 0) (z — 1) 2(115)

1

» Da max ;¢(o,1] [(x — 0) (x — 1)| = 7 und £ > 0 gilt fiir

den Interpolationsfehler _ X
— P(f|0,1 < - ==
@) = PUIOD@] < 55 = 2
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Beispiel 8.24.

Die Funktion f(x) = log(1 + ) wird an g = 0, 1 = 0.5 und
xo = 1 quadratisch interpoliert.

» Mit der Ableitung /" (x) = ﬁ erhalt man fiir £ € [0, 1]

f(@) — P(F10,1,1)(@) = (& — 0) (& — L)@ — 1)

311+ €)°
» Da 1 /3
max :c<ac—> (x—1)| = —,
©€[0,1] 2 36

und & > 0 gilt fiir den Interpolationsfehler

1
363
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Erhéhung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

Definiere

Wni(x) := [] (x — ;) und

=

j
Dann erhilt man fiir die Fehlerschranke

£(@) = P(Floy -+ 20) (@)] < |y ()]
fir € [a,b] und z; € [a,b], j =0,1,2,...,n.

Beachte
My, 4+1(f) hdngt nur von f ab, aber

wp+1 () hdngt nur von den Stiitzstellen ab, aber
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Erhéhung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

» Verhalten der Funktiqn Wp+1 bei Stutzstellen.
» Beispiel: z; =1+ 2,5 =0,...,nfirn=3,7,11.

1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Erhéhung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

Bemerkung 8.25.

» Das Verhalten der Funktion w41 kann fiir eine andere Wahl
der Stiitzstellen wesentlich besser sein.

» Es ist bekannt, dass die Nullstellen der sogenannten
wesentlich giinstiger Stiitzstellen
liefern.

» Fiir diese Nullstellen gibt es explizite Formeln, z.B. fiir das
Intervall [1, 2] hat man die Formeln

3 1 25 +1
rj=_—-+ —-cos| —— T

2n 4+ 2

5 g >, 7j=0,1,...,n.
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Erhéhung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

» Verhalten der Funktion w1 bei

—n=3
1.5 —n=7
—n=11
1t
= 05
-
(=4
El 0
E
‘~a -0.5
11 1
-1.5r 1
_2 I I I I
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
X
IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Grenzen der Polynominterpolation

Beispiel: Runges Phdnomen

» Die Funktion "

14 x2
ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar.

f(z) =

» Die Folge der Interpolationspolynome

Pn(z) = P(f|zo,...,n) ()
mit .
:Bj:—5—|-10%, 71=0,...,n,

auf [—5, 5].

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 13
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Grenzen der Polynominterpolation

25
2
1.5

1

_05 L L | L 1 L |
5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
Fazit

Als Mittel, tiber immer mehr Stiitzstellen immer bessere
Appproximationen zu gewinnen, taugt die Polynominterpolation im
allgemeinen nicht.
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Fester Polynomgrad

» Sei a := min{xg,...,Tn}
und b := max{xg,..., Ty} mit n fest.

» Die .
» Falls x € I := [a, b] liegt, erhilt man sofort die grobe
Abschitzung
|wn1(z)] < A",
und somit

_P ey T < |frtD) )
| f—P(f|xo ZTn) || Loo () < Y Il f | Loo (1)

» Der Fehler wird kleiner, wenn die Stiitzstellen gemal h zusam-
menriicken.

Dieser Effekt wird in den meisten Anwendungen benutzt.

Matlab-Demo
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Beispiel 8.26.

Die Funktion f(z) = log(1 + «) wird an 9 =0 und 1 = h
linear interpoliert.

» Wir erhalten (siehe Beispiel 8.24.)

f(z) — P(f|0,h)(z) = —(z — 0) (x — h) 20+ 62

» Da max ¢, |[(x — 0) (x — h)| = %2 und £ > 0 folgt fiir
den Interpolationsfehler

(@) = P(f10,R)(@)| < -, fir @ € [0,Al.

» Der Verfahrensfehler strebt also mit der Ordnung 2 gegen 0.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 16



Lagrange-Polynominterpolation Fehleranalyse Numerische Differentiation Zusammenfassung Numerische Integration
0000 00000000000 @0000 0000 0000000

Numerische Differentiation
Zur Erinnerung: In der Newton-Interpolationsformel ist
On = [Toy.- - xn)f
der Koeffizient der Potenz x™. Daraus folgt
P(f|xoy...,xn)™(x) =

1. Ableitung: Speziell erhdlt man bei dquidistanten Stiitzstellen
xj = o+ jh,

f(x1) — f(wo)
h
und aus der Taylor-Entwicklung ergibt sich fiir xg = x — % h und

F(x) = [xo, z1]f = (z € [xo,x1]),

r1 =« + %h (zentrale Differenzen)

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 17
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Numerische Differentiation

2. Ableitung: Speziell erhadlt man bei dquidistanten Stiitzstellen
xj=x0+ Jh,

f”(.’B) ~ 2! [a:o,.’l?l,:ltz]f

_ f($2) —2 f}f;cl) + f(:l?()) (:L' e ['1307172])7

und aus der Taylor-Entwicklung ergibt sich fiir ¢g = x — h,
x1 =  und 2 = = + h schlieBlich

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 18
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Ausléschung bei numerischer Differentiation

» Differenzenquotient

— f(x+h)—2f(z)+ f(z —h)
h2 ’

» Fehler in den Daten
_fl@+h)—2f(x)+ f(z—h)
= % .
> Fehler in Ay, aufgrund von Datenfehler (| f(y) — f(v)| < )

= h12 (f(a: +h)— f(z+ h)) —2 (f(w) - f(w))

+ (fle—n) - fl@—n)| <

Gesamtfehler
An— ()| < + Ak — £(@)| < 75 + ch?

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 19
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Ausléschung bei numerischer Differentiation

» Die Schranke wird fiir minimal.
» Bsp: e = 1072 = h =~ 1072, kleineres h vergroRert Fehler

45{L’2 +ch?
S

- ) // ch? (Diskretisierungsfehler)

_4eh~? (Rundungsfehler)

Merke

Man sollte stets dafiir sorgen, dass

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 20
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Beispiel 8.27.
Aufgabe

Anniherung der zweiten Abteilung von f(x) = sin(x) + 3«2 an
der Stelle = 0.6 mit dem Differenzenquotienten

_fe+h) —2f@) + f@—h)

Ap e

» Wir rechnen auf einer Maschine mit eps ~ 1016
» Man erwartet einen minimalen Gesamtfehler fiir h =~ 10—4
» Die Tabelle bestitigt dies:

h A 1A — ()]
102 | 5.4353622319 4.71e-06
10~3 | 5.4353575738 4.72e-08
104 5.4353575196 6.98e-09
10~° | 5.4353566092 9.17e-07
10~% | 5.4352078394 1.50e-04
107 | 5.4400928207 4.74e-03
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Zusammenfassung

» Fehlerschranke

|f(x) = P(f | zo,.- s 2n)(2)] < |wnia(2)]

mit wn+1(w) = H (af - 113‘7),

=0

» Sehr hoher Polynomgrad: oft nicht giinstig (Runge-Beispiel).
» Besser: fester Grad
+ Verkleinerung des Interpolationsintervalls
+ Wiederholung
» Numerische Differentiation:
™ (x) = n!zo,...,xn]f ~ Formeln
» Wahl von h: Kompromiss zwischen Diskretisierungsfehler und

Rundungsfehler (Ausléschung)
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Verstandnisfragen

Es sei n € N und P(f|xo,...,xn) das Lagrange-

Interpolationspolynom vom Grad n, das die Funktion
fila,b] > R

in den Stiitzstellen a < xg < - -+ < @, < b interpoliert.

w | Das Polynom P(f|xo,...,xs) ist eindeutig.

f | Erhoht man sukzessive den Polynomgrad m, so erhdlt man eine
immer genauere Ndherung der zu interpolierenden Funktion f
in [a,b].

f | Die Wahl von &quidistanten Stiitzstellen ist optimal fiir die
Polynominterpolation

f | Der Fehler max,ciq,b] |[P(f | To,---,%n) — f(x)| hingt
nicht von der Wahl der Stiitzstellen ab.

F] oo IP(f]2020) &) = F(@)] < max [P 20:.s200) (@) ~ £ (@)

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 23
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Evaluation

n=182  mw=16 md=1.0 s=08

| Allgemein J
1.6 Die Veranstaltung interessiert mich trifft zu ‘ % } I } trifft nicht zu he170 W20 mi=20 509
| Konzept der Vorlesung
2.1 Die Lemziele der Vorlesung sind definiert trifft zu ‘ ‘ ‘ | ‘ trifft nicht zu
| 1 ‘ ‘ | ‘ n=190  mw=i6 md=10 s=08
2.2 Die Vorlesung hat eine klar erkennbare Struktur. trifft zu ‘ .l ‘ ‘ | ‘ trifft nicht zu _ 7 _ _
‘ ‘ | ‘ n=188  mw=14 md=10 =07
AN
2.3 Die zur Verfugung gesteliten Materialien sind trifft zu ‘ Na ‘ | ‘ trifft nicht zu _ . B _
hilfreich ‘ | ‘ n=183  mw=22 md=20 s=1.1
2 4 Die ausgewahiten Beispiele sind hilfreich trifft zu ‘ ./ ‘ | ‘ trifft nicht zu . _ ~ _
/ ‘ | ‘ n=188  mw=19 md=20 s=10
2.5 Es werden Zusammenfassungen an sinnvollen trifft zu ‘ .{ ‘ } I } trifft nicht zu

Stellen gemacht | |
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Evaluation

 Vermittiung und Verhalten

3.1 .. erklart den Stoff verstandlich trifft zu } T } } I } trifft nicht zu n=187 mw=16 md=10  s=07
3.2. ... geht auf Verstandnisfragen ein it zu | !.‘ \} } I } trifft nicht zu nEl mueie meelo s08
ittt s N e e s e
g:ge[si;pr?m es, mich fir den Vorlesungsstoff zu trifft zu ‘ /_\. } I } trifft nicht zu P82 mwe23 md=20  s=10
3.5 ... spricht angemessen laut und deutlich. trifft zu } / } I } trifft nicht zu . w16 md=10 =09
3.6 ... ist gut vorbereitet. trifft zu } -( } } I } trifft nicht zu =187 =13 md=10 505
3.7 ...ist auberhalb der Vorlesung ansprechbar. trifft zu } \.\ } } I } trifft nicht zu nl mweis meelo S0
geﬁ‘migseegzl Medien ein, die zum Verstandnis trifft zu } \. } } I } trifft nicht zu Pe173 mwe1S md=20  s=10
[ Rahmenbedingungen

:‘gg[;?‘rﬂﬁg\;u:hs Rahmen der Vorlesung wird trifft zu } } } I } trifft nicht zu - =12 mi=10 S0
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Einleitung

Numerische Integration

Kapitel 10:

Numerische Integration

Aufgabe:

/ f(x)dx =777.
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Einleitung

Kondition

Sei I:/abf(a:)da:, f:/abf(w)dw

b
S /
a

/ " f@) - F@)da
< (- |r-7|_-

i -

f(@) - f(@)| da

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 27
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Einleitung

Grundlegende Idee

Die gdngige Strategie zur ndherungsweisen Berechnung des
Integrals

/abf(w)dw =7

lasst sich folgendermaRen umreilen:

1. Man unterteile [a, b] in Teilintervalle [tx—1, tg] z.B. mit
ti=a+jh,j=0,...,n, h=(b—a)/n.

2. f auf jedem Intervall [tg—1, tx] durch eine
gk, und verwende

n tk

= Z f(z)dx

k=1 tr—1

als Naherung fiir das exakte Integral.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 28
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Trapezregel

Trapezregel

» Lineare Interpolation an den Intervallenden von [tr—1,tk], d.h.

gr(®) = — =2 f(ts, )+ f(tk 1)

» Das Integral ist damit gegeben durch

|7 antayde = 2 [F(tum) + (0.

k—1

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 29
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Trapezregel

Summierte Trapezregel

Wiederholtes Anwenden der Trapezregel auf jedem Teilinterval
[tr—1, te] als Naherung fir f; f(x) dx liefert die

Summierte Trapezregel
1 1
T(h) = h |5 £(@) + £(t2) + -+ F(tas) + 3 FO)

Fiir den Verfahrensfehler der Teilintegrale gilt folgende Darstellung:
Lemma 10.1.
Sei f € C?([tk—1,tk]). Es gilt:

tr ”
" )+ Fa) = [ fyae+ TS,

te—1

fir &k € [te—1, ti)-

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 30
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Trapezregel

Summierte Trapezregel

Fiir den Verfahrensfehler des gesamten Integrals T'(h) ergibt sich
damit die Abschatzung

’T(h) - /:f(w) dz

z"'/: fll( &
k=1

3

- h
Z £ (&)| < [p " max £ (z)].

z€[a,b]

Mit n h = b — a ergibt sich insgesamt die

Fehlerschranke

b h2 "
70 - [ @ da| < T 0 - ) max |7 (@)
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Trapezregel

Summierte Trapezregel

Ebenfalls erhilt man wegen

" h2 n
P Ty h e

k=1

b n
E(h) :=T(h) — / f(x)de =) h?
a k=1

und

f'(b) — f'(a))

E(h) 1 b 1
li — "(x)dr = —
ho0 h2 12 /a Fi@)de = 5 (

die
Fehlerschitzung
2
E(h) = E(h) := —

= (/) - f'(@)
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