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Heute in der Vorlesung

Themen: Dahmen & Reusken Kap 10.1-10.3, 10.5
» Einleitung
» Trapezregel, Simpson-Regel, Fehlerformeln
» Newton-Cotes-Formeln
» GauB-Quadratur

Was Sie mitnehmen sollten:
» Grundidee der numerischen Integration
» Wie konstruiert man eine wiederholte Trapez- oder
Simpson-Regel
» Wie sehen die Fehlerschranken dazu aus

» Was sind die Grundideen und wichtige Unterschiede der
Newton-Cotes- und Gaul-Methoden
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Grundlegende Idee

Die gdngige Strategie zur ndherungsweisen Berechnung des
Integrals

/abf(w)dw =7

lasst sich folgendermaRen umreilen:

1. Man unterteile [a, b] in Teilintervalle [tx—1, tg] z.B. mit
ti=a+jh,j=0,...,n, h=(b—a)/n.

2. f auf jedem Intervall [tg—1, tx] durch eine
gk, und verwende

n tk

= Z f(x)dx

k=1"tk—1

als Naherung fiir das exakte Integral.
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Trapezregel

» Lineare Interpolation an den Intervallenden von [tr—1,tk], d.h.

gr(®) = — =2 f(ts, )+ f(tk 1)

Das Integral ist damit gegeben durch

|7 antayde = 2 [F(tm) + (1),

k—1
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Summierte Trapezregel

Wiederholtes Anwenden der Trapezregel auf jedem Teilinterval
[tk—1, t] als Naherung fir f; f(x) dx liefert die

Summierte Trapezregel
1 1
T(h) = h |5 £(@) + £(t2) + -+ F(tas) + 3 FO)

Fiir den Verfahrensfehler der Teilintegrale gilt folgende Darstellung:
Lemma 10.1.
Sei f € C?([tk—1,tk]). Es gilt:

tr ”
")+ Fa) = [ fyae+ TS,

te—1

fir &k € [te—1, tk)-
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Summierte Trapezregel

Fiir den Verfahrensfehler des gesamten Integrals T'(h) ergibt sich
damit die Abschatzung

’T(h) - /:f(w) dz

z"'/: fll( &
k=1

3

" h
Z " (&)| < [p " max | (z)].

z€[a,b]

Mit n h = b — a ergibt sich insgesamt die

Fehlerschranke

b h2 "
70 - [ @ da| < T 0 - ) max |7 (@)
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Summierte Trapezregel

Ebenfalls erhilt man wegen

By =10) - | o) Mf“)—hiﬁﬂ@)

12 12 ~

und

. E(h)
lim
h—0 h?2

1 b// _1 / 4
:mlfw@—mﬁw—ﬂm

die
Fehlerschitzung

E(h) = E(h) := — (f'(b) — f'(a))

2
12
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Beispiel 10.2.

Zur n3herungsweise Berechnung von

/2 T 1
I:/ wcos(a:)—l—ewda::E—l—eE’r—Z
0

mit der Trapezregel ergeben sich die in folgender Tabelle ange-
gebenen Niherungswerte, Verfahrensfehler und Fehlerschatzungen.

n 7(h) E(W)| = |T(h) —1| | |E(MW)| ="315(3) - £/(0)
4 4.396928 1.57e—-02 1.59e-02
38 4.385239 3.97e—-03 3.98e—-03
16 | 4.382268 9.95e—-04 9.96e—04
32| 4.381523 2.49e—-04 2.49e—-04
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Allgemeine Quadraturformel

» Fiir ein typisches Teilintervall [tx—_1, tg] stehe der Einfachheit
halber im Folgenden [c, d].

» Seien nun xg,...,Tm € [c,d] paarweise verschiedene

Punkte.
» Integration des Interpolationspolynoms liefert die Quadratur-
formel d
Satz 10.3.

Sei I,,,(f) wie oben. Fiir jedes Polynom @ € II,, gilt
d
1.(Q = [ Q@) da.

Man sagt, die Quadraturformel ist

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 8
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Allgemeine Quadraturformel

Wir erhalten damit als Niherung fiir das exakte Integral

d d m
/P(f|m0,...,mm)(m)dac: / Zf(mj)e,.,,,,(a;)dm

=0

= I (zj) Lim () de
;, [

d m xr — I]
= Z f(z;) H L, G
§=0 e p—o® *
m l-;ﬁJd
. m T $k
= h > f(zx;) - / 1T dx
j=0 Y€ k=0 Lji— Tk
k#j .
= h Y f(z;) c;
§=0
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Allgemeine Quadraturformel

Lemma 10.4.
Es gibt CQs - - + 5 Cm, SO dass I, (f) die Form

In(f) = h 3 c; £(@5)

hat, wobei wieder h = d — ¢.
Die ¢; sind durch

gegeben, wobei £, (0 < j < m) die Langrange-Fundamental-
polynome zu den Stiitzstellen xg, ..., x,, sind.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Newton-Cotes-Formeln

Wahlt man speziell die Stiitzstellen

1

xro = c—|—§h_'c—|—£0h, wenn m =0

Tj = c—l—i :c+&ih, j=0,...,m, wennm >0,
m

erhalt man die

Beispiel
Fir m = 1 erhalten wir £g = ¢, 1 = d und
l/da:—zcl 1
co = — ———dx = —,
h c Qg — T1 2
l/d:c—acg 1
g, = — ——dx = —.
h c L1 — X9 2
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Newton-Cotes-Formeln

Man kann die Quadraturformel in der Form

In(f) =h Y cjflc+&h)

Jj=0
mit Stiitzstellen &; und Gewichten ¢; schreiben, die
jetzt [c, d] sind, z.B.
d
m & ¢ In(f) — J; f(x)dx
0 | Mittelpunktsregel % 1 _i h? ) (¢)
1 Trapezregel 0,1 %, ; 112 h? @) (¢)
- 5
2 | Simpson-Regel 0,%,1 %,%,% %(%h) FA(&)
5
3 3 Regel 0,3,2,1 13,31 3 (%h)7f(4)(£)
4 | MineRegel |0,3,1,31| % 321232 11 B (1p)" f(6)(¢)

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Summierte Newton-Cotes-Formeln

Beispiel: Summierte Simpson-Regel

b
S(h) :/ F(z) do + E(h)
mit

S(h) = Z{f(to)+4f<t°;rt1>+2f(t1)+4f<t1;t2>

F2F(ta) + -+ 2f (bns) + 4f<t"_12+t"> + f(tn)}

und Fehlerschranke

By =5 L (") f@e =
()_,;s)()(z) P = 2880

fiir & € [ti—1,tk).

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Summierte Newton-Cotes-Formeln

Es gilt, wegen nh = b — a,

h4
EMh)| < — (b— Dl oo,
B < 52 (b= a) [£9)]
h4 b h4
E(h)~—— @D (Ydr = —— (B (p) — B3 .
(W)~ gas5 | @) dz = Seo (FOB) = £(a)
Beachte
Beim der einzelnen Teilintegrale,
b n tr
[ t@dz=>" [ f(@)da.
a k=1 te—1
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Beispiel 10.5.

Wie in Beispiel 10.2. ergeben sich fiir die ndherungsweise
Berechnung von

/2 T .
I:/ wcos(m)+emdaz:§—|—ei"—2
0

die Resultate, die in folgender Tabelle dargestellt sind.

n S(h) IE(R)| | ohes |F®(Z)—£®)(0)]
4 | 4.381343022 | 6.93 ¢-05 6.92 ¢-05
8 |4.381278035 | 4.33 ¢-06 4.33 ¢-06
16 | 4.381273978 | 2.70 ¢-07 2.70 e-07
32 | 4.381273725 | 1.69 ¢-08 1.69 ¢-08
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GaulB-Quadratur

Zielvorgabe

Entwickle fur m € N eine Formel

m d
> @i f@) = [ P(floos....am)(@) do
i=0 ¢
mit:
> Wi, 21 =0,...,m
» mit moglichst n > m, d.h.

d m
| @@de =3 5:Q@), vQem,.
¢ i=0

Zur Erinnerung: Der Exaktheitsgrad bei Newton-Cotes-Formeln
I, (f) ist entweder m oder m + 1.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 16
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GaulB-Quadratur

» Exaktheitsgrad kann 2m + 1 sein.
=> Gaullsche Quadraturformeln

Satz 10.6

Sei m > 0. Es Stiitzstellen xg, ..., xm € (¢, d) und
Gewichte wg, . .., Wy, so dass mit h =d — ¢

m d
hY wif(@) = [ f(@)do+ Eph)
=0 ¢
und
fir alle Q € I1
Ferner gilt fiir passendes & € [¢, d]
((m +1)1)*
((2m +2)1)* (2m + 3)

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 17
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Numerische Tests

» Betrachte Quadraturformel

b
I, ~ / f(x) de = I(f),

wobei [a, b] in n Teilintervalle mit Lange (b — a)/n = h
unterteilt wird und auf jedem Teilintervall eine GauBR—
Quadratur mit angewandt wird.

» Fiir glatte Funktionen (d.h. ‘f(Zk)‘ wird nicht allzu grol, wenn
k groRer wird) wird die Genauigkeit der Gaul-Quadratur im
Wesentlichen durch den Faktor Cy,_ p, bestimmt:

_ (=) 241
((2K)12 (2K +1)
Wir erhalten folgende Werte . ..

C,h:

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Numerische Test

h=({b-a)/n =2 =4 =8
4 2.4 ¢-01 1.5 e-04 2.9¢-13
2 7.4 ¢-03 2.9 e-07 2.2 e-18
1 2.3 e-04 5.6 ¢-10 1.7 e-23
0.5 7.2 e-06 1.1e-12 1.3 e-28

» Fiir I.;.,, und I}, 2.,, wird die Anzahl der Funktions-
auswertungen etwa verdoppelt im Vergleich zu I, ,,.

» In obiger Tabelle kann man sehen, dass man
|I - I2- ,nl << |I -1 ,2-71,|

erwarten darf.
» In der Praxis wird daher bei der GauB-Quadratur 7 in der
Regel klein gewihlt, oft sogar n = 1.
Matlab-Demo

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 19
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Beispiel 10.7.
Wie in Beispiel 10.2. ergeben sich fiir die GauB-Quadratur von

/2 ™ 1
I:/ wcos(a:)—|—e“”dw:§—|—e§”—2
0

mit [¢,d] = [0, %] (d.h. n = 1), die Resultate:

I I — 1|
4.3690643196 | 1.22 c-03
4.3813023502 | 2.86 c-05
4.3812734352 | 2.73 ¢-07
4.3812737083 | 5.18 ¢-10

B =3

Die Genauigkeit der GauB-Quadratur mit 5 Funktionswerten

(m = 4;k = 5) ist besser als die der Simpson-Regel angewandt
auf n = 32 Teilintervalle (vgl. Beispiel 10.5.), wobei insgesamt
Funktionwerte bendtigt werden.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 20
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Beispiel 10.8.
Aufgabe:

fir [c,d] = [-1,1] und m = 1.
» Die Gaul-Quadraturformel
Ii(f) = 2 (co f(mo) + c1 f(x1))
, d.h.

/_ p(@) do = 2 (o p(w0) + 1 p(e1))

fir p(x) = =¥,k = 0,1, 2, 3.
> Aus
1
/mkdm:2<com§+claz’f), k=0,1,2,3,
-1

erhilt man die Gleichungen . ..
IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik 21
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erh3lt man die Gleichungen
2=2 (CO + Cl),

2
3

» Dieses
CO = Cl =

Daraus ergibt sich

N N[

8
<)

8

Newton-Cotes-Formeln
00000000

IGPM, RWTH Aachen

GauR-Quadratur
000000 000

0= 2(60370 +Cl $1),

=2(cozi +cr123), 0=2(coxd+ c13).

hat genau zwei Ldsungen:

—% 3, 1131:%\/5

=1iv3, x1=-3V3

Numerische Mathematik

Zusammenfassung
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Zusammenfassung
» Numerische Integration basiert auf

auf einem Teilintervall

d
I.(f) = / P(f | xoy...sxm)(x)dx, [c,d]: Teilintervall

>
= , h=d-c
c;: hangt nur von den Stiitzstellen ab.
» Newton-Cotes: Stitzstellen xg, ..., Tm
» GauB-Quadratur: Stiitzstellen

Unterschiede
» Newton-Cotes: einfacher, Exaktheitsgrad m oder m + 1
» GauR-Quadratur: Gewichte ¢; > 0, Exaktheitsgrad 2m + 1

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Verstandnisfragen

Es sei f € Cla,b]. Das Integral I(f) = ff f(x) dz soll
numerisch approximiert werden durch eine Quadraturformel

In(f) = (b—a) Y w; f(z;), a<mo<-<zm<b.

§=0

Weiter sei Ipy, n (f) die aus I, (f) konstruierte summierte
Quadraturformel auf den Teilintervallen [t;_1,t;], 3 = 1,...,n,
mitt;j =a+jh,j=0,1,...,n, h = (b—a)/n.

Es seien a = 0, b = 1 und I2(f) die Simpson-Regel.
Berechnen Sie den Fehler I'(x3 4+ 1) — Io(z3 +1). D

w | Es seien INC(f) und IS (f) die Newton-Cotes und die
Formel der GauR-Quadratur.

Fiir m > 1 gilt, dass der Exaktheitsgrad von ITJT\{C(f) strikt
kleiner ist als der von IG (f).

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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Verstandnisfragen

Es sei f € Cla,b]. Das Integral I(f) = f(f f(x) dzx soll
numerisch approximiert werden durch eine Quadraturformel

In(f) =(b—a) Y w;f(z;), a<mo<:++ < Ty <b.
i=0

Weiter sei Ip, n(f) die aus Ip,(f) konstruierte summierte
Quadraturformel auf den Teilintervallen [t;_1,t;], 7 = 1,...,n,
mittj=a+jh, j=0,1,...,n, h=(b—a)/n.

w

Es sei P(f|xoy...,xm) das
Lagrange-Interpolationspolynom. Bei GauB-Quadratur gilt

In(f) = [; P(f | z0, ..., 2n) (@) de.

Es seien f € C*[a, b] und Is(f) die Simpson-Regel. Es gilt
| T2, (f) — I(f)| < ch®, wobei ¢ nicht von n abhingt.
Bei der GauB-Quadratur hangen die Stiitzstellen x; von der
Funktion f ab.

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik
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