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Heute in der Vorlesung

Themen: Dahmen & Reusken Kap. 4.1-4.4
» Lineare Ausgleichsrechnung

1. Problemstellung
2. Kondition
3. Lésungsverfahren

> {iber Normalgleichungen
> iiber QR-Zerlegung

Was Sie mitnehmen sollten:
» Was ist ein lineares Ausgleichsproblem
» Wie ist das lineare Ausgleichsproblem konditioniert

» Welche Losungsverfahren gibt es und wie stabil sind diese
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung

Notation:

R™X™ ist die Menge der (m X n) — Matrizen

mit Eintragen
a;,j € R.
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Motivation, Beispiele
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Beispiel 4.1. (Bestimmung des elektrischen Widerstands

» Ohmsches Gesetz: U=RI
» Aufgabe: Bestimme Widerstand R im Stromkreis aus einer

Reihe von Messungen von Spannung und Stromstarke:
U, 1), i=1,...,m.
» Problem: Messungen (Daten) sind mit Fehlern behaftet, d.h.
U; # RI;, firfastallei=1,...,m.

U

|

|

|
I; I
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Motivation, Beispiele
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Beispiel 4.1.

Vorgehen:
» Fehler in Messung 4 (Residuum)

ri=RI,-U;, 1=1,...,m
» Ein Mak fiir den Gesamtfehler: Summe der Fehlerquadrate

f(R):=) 17 =) (RI; - Uy)?
=1

=1
» Bestimme Widerstand R* so, dass Gesamtfehler minimal wird

R* = arg m}%n f(R)

» Extremum der quadratischen Funktion f(R)

f'(R")=0 = R*= <§:UI> / <i1§>
i=1 i=1
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Motivation, Beispiele
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Beispiel 4.2.(Fourierapproximation

In der Fourieranalyse wird eine T-periodische Funktion f durch eine
Linearkombination der T-periodischen trigonometrischen Polynome

1, cos(ct), sin(ct), cos(2ct), sin(2¢t), . .., cos(Nct), sin(Nct)

. 2m
mit ¢ := — in der Form
T

N
gn(t) = ;ao + Z <ak cos(kct) 4+ B sin(k ct))

k=1

approximiert.
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Motivation, Beispiele
0000e

Beispiel 4.2.

Annahme: nicht f, sondern nur eine Reihe vom MeRdaten
b,,;%f(t',;), OSt1<t2<"'<thTv

ist bekannt, wobei ™m > 2IN 4+ 1.

Ansatz zur Bestimmung der Koeffizienten

ap, a1, B1, az, B2,...,an, BN:

m

Z (gN(ti) — bi>2 = min.

=1
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem

Zu gegebenen A € R™*™ m > n, und b € R™, bestimme
x* € R"™, fiir dass

gilt. Diese Problemstellung heillt das lineare Ausgleichsproblem.

oder:

Lineares Ausgleichsproblem

Zu gegebenen A € R™*™ 'm > n, und b € R™, bestimme
x* € R™, so dass

= in |[Az — b||3.
w=mmp o flae g
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem

Warum 2-Norm?

» ||Az — b||2 ist differenzierbar und Ableitung ist linear
» Statistischer Hintergrund (“BLUE").

» Euklidische Norm bleibt bei orthogonalen Transformationen
erhalten, d.h. fiir jede orthogonale Matrix @ € R™*™ st

min || Az — bllz = min [[Q(Az — b)||

Auch moglich:

min || Az — b||; oder min ||Az — bl
TER™ z€R

=> fiihrt auf lineares Optimierungsproblem
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Geometrische Interpretation Ax = b

400 a1 %8
A=11 2 1
0 0 3 3
2
2tas
b= |3.5 :
3 1
0.5 1 213 4 5
= T = 1 as To
1 2
3a’1/
4
1
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Geometrische Interpretation mingcg2

4 0 4Ax3
Ai=+H112
00 3
2
2
b= [3.5
3 1 b r=b—Ax
1 2/l 3 4 5
:>:B*:? azr/ %2
Ax
s/ N
4
L1
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Geometrische Interpretation mingcg2

4 0 4Ax3
A=1]1 2
0 0 3
o
2
b= (3.5 1
3 | 1 b r=5b— Ax*
«_ [0.5 AN AN AN AN AR
=l |= a T2
1.5 A *
L ? m
= Irll2 = 3a:/
4
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Beispiel 4.3.

Man vermutet, dass die MeRdaten

tjo 1. 2 3
y[3 214 1.86 1.72

einer GesetzmaBigkeit der Form

1
y:f(t)zam+,8

mit noch zu bestimmenden Parametern a, 3 € R gehorchen.

Frage/Problem

» Wie lautet das zugehérige lineare Ausgleichsproblem?
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Beispiel 4.3.
Meldaten
t|o 1 2 3
y[3 214 1.86 1.72
Gesetzmaligkeit
= t = _—
y=f®=a_7+8

Das Ausgleichsproblem lautet ||A x* — b||2 = min |Ax — b2,
zeR

wobei

1
iTo 1 1 1
3
1 1
a 1 1 2 1 2.14
r = ) A = = , b =
B _1 1 1.86
1+2 1 3 1
1.72
1 14
1+3 4 Matlab-Demo

IGPM, RWTH Aachen Numerische Mathematik



Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Normalgleichungen

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems ldsst sich auf die
Losung des linearen Gleichungssystems

ATAz=ATp

reduzieren, das hiufig als Normalgleichungen bezeichnet wird.

» Fiir A € R™*™ ist AT A € R™X™ stets symmetrisch.
» Falls A € R™*™ vollen (Spalten-)Rang n hat, so ist die
Matrix AT A € R™®X™ symmetrisch positiv definit.
Annahme:

» Wir beschranken uns hier auf den Fall, dass A vollen
Spaltenrang hat: Rang(A) = n (Fall Rang(A) < n, siehe
SVD).
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Motivation, Beispiele
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Problemstellung, Kondition

Normalgleichungen

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems ldsst sich auf die
Losung des linearen Gleichungssystems

ATAz=ATp

reduzieren, das hiufig als Normalgleichungen bezeichnet wird.

Satz 4.5.

x* € R™ ist genau dann Losung des linearen Ausgleichsproblems,
wenn x* Ldsung der Normalgleichungen

ATAx* = ATb

ist. Das System der Normalgleichungen hat stets mindestens eine
Losung. Sie ist genau dann eindeutig, wenn Rang(A) = n gilt.
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Kondition des Ausgleichsproblems
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Kondition des linearen Ausgleichsproblems
Fiir A € R™Xn(m#n) gej g0 (A) := max ||Awlh/min Az

DX Tallz / 248 Tall2
b ®: Winkel zwischen b und A x*
| b
! -
| b
e |
S0 ‘
Ax* Az

Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems beziiglich
Storungen in b gilt
1 — 2|2 _ #2(A4) ||b— bl
le*llz = cos® bl
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Kondition des Ausgleichsproblems
@00

Kondition des linearen Ausgleichsproblems

Fiir A € Rm™Xn(m#n) sei k5(A) := max ||Awnz/min Az

DX Tallz / 248 Tall2
b ®: Winkel zwischen b und A x*
| b
|
| ~
| b
e |
S0 ‘
Ax* Az

Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems beziiglich

Storungen in A gilt
< <I<.',2(A) + k2(A)? tan @)

|2 — =*||2

[l*|l2

|A - A2
IAll2
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Kondition des Ausgleichsproblems
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Beispiel 4.8.

Gegeben seien 0.01

1 1
A:=1[0 0] und b:= 1 ,
01 0

sowie eine gestdrte rechte Seite b = (0.01,1,0.01)T. Bestimmen
Sie «* und &, und diskutieren Sie die Kondition des linearen
Ausgleichsproblems.

Die Lésung der Normalgleichungen liefert

z* = (ATA)1ATp = (0'31> ,

sowie fiir die gestorte rechte Seite

= _ AT aN—1 ATi _ 0
i = (ATA) Ab_<0.01>.
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Kondition des Ausgleichsproblems
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Beispiel 4.8.

Daraus folgt _
T —x* b—>b
12 =2l 1op . 16—l
[l |2 [16]]2
also eine schlechte Kondition des linearen Ausgleichsproblems.
Mit Hilfe von Satz 4.7. erhalt man aus

- _ lA=z]l2
k2(A) = 2.62 und cos® = W = 0.01
2

fir die Kondition beziiglich Stérungen in b

d.h. eine schlechte Kondition, obwohl k2(A) klein ist.
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Lésungsverfahren
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Losung liber Normalgleichungen

Da die Matrix AT A symmetrisch positiv definit ist, ergibt sich
folgende Methode:

Losung tiber Normalgleichungen

» Berechne AT A, ATb.
» Berechne die Cholesky-Zerlegung von AT A

LDLT = ATA

> Lose
Ly=ATb, LTx=D1y

durch Vorwarts- bzw. Ruckwartseinsetzen.
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Lésungsverfahren
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Losung liber Normalgleichungen — Nachteile

» Die Berechnung von AT A ist fiir groRe m aufwendig und
birgt die Gefahr von Genauigkeitsverlust durch
Ausldschungseffekte. Die Eintrige von AT A sind also mit
(moglicherweise erheblichen relativen) Fehlern behaftet.

» Bei der Losung des Systems AT Ax = AT b iiber das
Cholesky-Verfahren werden die Rundungsfehler in AT A und
ATb mit

K'/2(ATA)

verstarkt. Es gilt
ka(ATA) = Kka(A)2.

Folglich wird die Rundungsfehlerverstirkung durch ko (A)?2
beschrieben.
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Lésungsverfahren
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Beispiel 4.12.

Gegeben seien
V3 V3 2v/3
A=|6§ o],b=| 6§ |,0<éx1.
0 ¢ )

Bestimmen Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
Normalgleichungen und diskutieren Sie das Ergebnis.

» Das lineare Ausgleichsproblem hat die Lésung z* = (1,1)T
(fiir alle 6 > 0).
» Es gilt ® = 0 und damit cos ® = 1, d.h. die Kondition des
Problems wird ausschlieRlich durch k2 (A) beschrieben.
» Man rechnet einfach nach, dass
V6
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Lésungsverfahren
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Beispiel 4.12.

» Ein stabiles Verfahren sollte ein Resultat & liefern, mit

T —x*
w S k2(A) eps.
llz*[l2

» Die Losung dieses Problems iiber die Normalgleichungen und
das Cholesky-Verfahren auf einer Maschine mit eps ~ 10~16
ergibt jedoch:

Tz —x* 1

§=10"%: I l2 ~2-107% = = Kka(A)?eps
[l |P 3
T —x* 1

§=10"5: 12 = 27|}z ~2.-107%~ = ky(A)Zeps
llz*|l2 3
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Lésungsverfahren
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Losung lber QR-Zerlegung

Zur Erinnerung:
» Fir A € R™*™ m > n, mit Rang(A) = n, folgt aus der
QR-Zerlegung von A, dass

an=r=(3)§ ton

wobei die obere Dreiecksmatrix R € R™X" regular ist.
» Multiplikation mit (einer orthogonalen Matrix) @Q verdndert
nicht die euklidische Lange eines Vektors, d.h.

lz||2 = ||Q x||2 fur alle z € R™.
» Das lineare Ausgleichsproblem: bestimme x* € R™, fiir dass

|Ax* — b|l2 = min ||Ax — b||2
rER™

gilt.
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Lésungsverfahren
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Losung lber QR-Zerlegung
Daraus folgt:

Az —bllz =

min ||Az — bl2 = min |Q (Az — b)|l2

min ||Q Az — Qb||2
xrER™
min ||R2 — Qbl|z,

mit R = (g) i:l . Qb= (2:) %:% . erh3lt man

|Az* —b|3

IGPM, RWTH Aachen

R - by 2

0 b2
= min (Ie — i3+ ||bz|| 2)
= ||b2||§ fur Rz—bl

= min
xER™
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Kondition des Ausgleichsproblems Lésungsverfahren Zusammenfassung
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Losung lber QR-Zerlegung

Satz 4.13.

Seien A € R™*"™ mit Rang(A) = n und b € R™.
Sei @ € R™X™ eine orthogonale Matrix und
R € R™ ™ eine obere Dreiecksmatrix, so dass

or-n- ()]

}m—n’

Dann ist die Matrix R reguldr. Schreibt man
_ bl }’I’L
@v=(52)

dann ist * = R~! by die Lésung des linearen Ausgleichsproblems.

Die Norm ||A x* — b||2 ist gerade durch ||bz2]||2 gegeben.
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Kondition des Ausgleichsproblems Lésungsverfahren Zusammenfassung
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Losung lber QR-Zerlegung

Aus Satz 4.13. ergibt sich nun folgende Methode:

» Bestimme die QR-Zerlegung von A

QA=(§) (R € R™™),

z.B. mittels Givens-Rotationen oder Householder-Spiegelungen
und berechne
Qb= (bz) .

> Lose Rx = b; mittels Riickwartseinsetzen.
» Die Norm des Residuums m]'%%n ||Ax — bll2 = ||Ax™* — b||2
TER™

ist gerade durch ||bz||2 gegeben.
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Lésungsverfahren
000000008000

Beispiel 4.15.

Gegeben seien

3 7 10
A=[0 12|, b=|1],
4 1 5

dh.m =3,n = 2.
Man bestimme die Losung z* € R? des zugehdrigen linearen
Ausgleichsproblem {iber QR-Zerlegung mittels Givens-Rotation.

Annullierung von ag 1:

5 5 10
AD =Gi3A=(0 12|, b® =Gizb=|1
0 -5 -5

Zur Erinnerung: die Transformationen G1,3 A und G1,3 b werden
in der Praxis ausgefiihrt, ohne dass G'1,3 explizit berechnet wird.
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Lésungsverfahren
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Beispiel 4.15.

: (2).
Annullierung von a3

5 5 ~
AB) =Ga3 AR —

10
0 13 :(?) b®) = Gagb® — |
0 0

=1 13
Lésung von

13
<5 5) <m1> <10>
0 13 b i) —i’;
durch Riickwartseinsetzen liefert

. (301 37 )T
r=|— — .
169° 169

Als Norm des Residiums ergibt sich:

55
|b2]|2 =

13"
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Kondition des Ausgleichsproblems Lésungsverfahren Zusammenfassung
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Losung liber QR-Zerlegung — Stabilitat

» Wegen Satz 3.14. gilt
Kk2(A) = K2(R),

d.h. das Quadrieren der Kondition, das bei den
Normalgleichungen auftritt, wird vermieden.

» Die Berechnung der QR-Zerlegung iliber Givens- oder
Householder-Transformationen ist ein sehr stabiles Verfahren,
wobei die Fehlerverstirkung durch k2(A) (und nicht k2 (A)?)
beschrieben wird.
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Lésungsverfahren
00000000000

Beispiel 4.16.
Gegeben seien V3 V3 23
A=1|14d6 0 |,b= 6 |,0<dx1.
0 4 1)

Bestimmen Sie die Lésung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
QR-Zerlegung und diskutieren Sie das Ergebnis.

Auf einer Maschine mit eps =~ 10716 erhilt man

r—zx*

§=10"%: u ~ 2.2-10716,
llz*]|2
T —x*

5§ =106 w ~1.6-10"16.
llz*||2

Wegen der sehr guten Stabilitat dieser Methode sind die Resultate
viel besser als in Beispiel 4.12..
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Zusammenfassung
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Zusammenfassung

Normalgleichungen QR-Zerlegung
Rechenaufwand . lng ca. mmn2
(m > mn) (Householder)
Stabilitat instabil, wenn stabil

Kk2(A)>1und 0 =0

stabil, wenn
k2(A) moderat
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Zusammenfassung
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Zusammenfassung

» Aufgabe:

min [|[Az — b2 & ATAz = ATb
xER™

» Eindeutige Losung < Rang(A) = n

» Kondition (nur Stérung in b):

|2 — |2 < r2(A) 15— bl|2
lz*[]2  ~ cos® 16]]2

» Ldsungsverfahren:

» iiber Normalgleichungen AT Az = ATb (Cholesky-Verfahren)
» iiber QR-Zerlegung (Householder, Givens)
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Zusammenfassung
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Verstandnisfragen

Es seien A € R™*", mit Rang(A) =n < m, und b € R™.
Weiter seien Q@ € R™*™ eine orthogonale Matrix und R € R™*™
eine obere Dreiecksmatrix so, dass Q A = (R, 0)7 gilt. Weiter
seien £* € R™ die eindeutige Minimalstelle des
Minimierungsproblems mingegn ||A 2 — bl|2 und © € [0, T) der
Winkel zwischen A «* und b.

W | Es gilt detR # 0.
f | Es gilt Rz* = Qb.
W | Es gilt ka(A) = ka(R).

11 2
Esseien A=10 1], b=11
01 1

Bestimmen Sie ©. D
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Zusammenfassung
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Verstandnisfragen

Es seien A € R™*™ mit Rang(A) = n < m, b € R™,

Q € R™X™ eine orthogonale Matrix und R € R™*™ eine obere
Dreiecksmatrix so, dass Q A = R gilt. Weiterhin seien * € R™
die eindeutige Minimalstelle des Minimierungsproblems

mingcgn || Az — b2 sowie ® € [0, T) der Winkel zwischen
Ax* und b.

f|Je kleiner der Winkel ®, desto schlechter ist das Problem
konditioniert.

w/! Es gilt ||[Ax — b||2 = ||Rx — Q b|2 fiir beliebiges x € R™.

f | Die Matrix R kann man iiber GauB-Elimination mit
Spaltenpivotisierung bestimmen.

w| Es gilt Az* — b L Bild(A).
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