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Ubersicht

Themen: Dahmen & Reusken Kap 7.1-7.4
» Einleitung und Problemstellung
» Theoretische Grundlagen
» Kondition des Eigenwertproblems

» Eigenwertabschitzungen

Was Sie mitnehmen sollten:
» Weshalb sind Eigenwertprobleme relevant?
» Wie sehen die Schur-Faktorisierungen aus?

» Die Kondition des Eigenwertproblems hingt von der
Konditionszahl der Eigenvektormatrix ab.

» Wie kann man Eigenwerte mit Gerschgorin-Kreisen
abschitzen?
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Einleitung
[ ]

Problemstellung

Eigenwertgleichung

Es sei A € R™*™ eine reelle quadratische Matrix. Man suche eine
Zahl X € C und einen Vektor v € C™, v # 0, die der

Eigenwertgleichung
Av = v

geniigen.
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Einleitung
[ ]

Problemstellung

Eigenwertgleichung

Es sei A € R™*™ eine reelle quadratische Matrix. Man suche eine
Zahl X € C und einen Vektor v € C™, v # 0, die der
Eigenwertgleichung

Av = M\

geniigen.

Die Zahl X heilit Eigenwert und der Vektor v Eigenvektor zum
Eigenwert .

Das Eigenwertproblem ist nicht-linear in den Unbekannten (A, v).
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Einleitung
[ Jelele]e]

Beispiele

Beispiel 7.1 ("Eigenschwingungen”

Gesucht die Zahl A und die Funktion u(z), die die Differential-
gleichung

—u(z) — Ar(z)u(x) =0, =€ (0,1),
mit den Randbedingungen
u(0) =u(l) =0
erfiillen.
Hierbei ist r eine bekannte stetige Funktion, mit

r(x) >0, =z € (0,1).
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Einleitung
[ Jelele]e]

Beispiele

Beispiel 7.1 ("Eigenschwingungen”

Gesucht die Zahl A und die Funktion u(z), die die Differential-
gleichung

—u(z) — Ar(z)u(x) =0, =€ (0,1),
mit den Randbedingungen
u(0) =u(l) =0
erfiillen.

Hierbei ist r eine bekannte stetige Funktion, mit

r(x) >0, =z € (0,1).
Wir betrachten dazu Gitterpunkte

: : 1
z; =jh, j73=0,...,n, h:;.
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Einleitung
o] lelele]

Beispiele

Beispiel 7.1

u''(x;) wird durch die Naherung

u; = u(mj+h)_2ufgfj)+u(mj_h) s 3=1,2,0,n—1
ersetzt. Es ergibt sich ein Gleichungssystem
Au— ARu =0

fir die Unbekannten A und u;, i = 1,2,...,n — 1, wobei

2 -1 T(ﬂh)
X 102 A1 ] r(x2) 0
0 1 2 1 r(xp—2)
1 2 r(Tn_1)
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Einleitung
(e]e] lele]

Beispiele

Beispiel 7.1

Sei

R'/? := diag (1/’}"(%1 yeons \/r(mn_1)> ,R™Y? .= (RY?)™1,

V= R1/2u,

B:= R Y2AR1/2,

Man erhilt die transformierte Gleichung
Bv = A\v,

also ein Eigenwertproblem.
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Einleitung
00080

Beispiele

Beispiel 7.3

Ein System linearer gekoppelter gewdhnlicher Differential-
gleichungen:

2= Az+b, z(0)=2°,
wobei z = z(t), t € [0,T].
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Einleitung
00080

Beispiele

Beispiel 7.3

Ein System linearer gekoppelter gewdhnlicher Differential-
gleichungen:

2= Az+b, z(0)=2°,
wobei z = z(t), t € [0,T].

Annahmen: A € R®*™ und b € R™ hangen nicht von ¢ ab und A
ist diagonalisierbar:

Sei
A = diag(A1,...,An), V = (vt o? ... "),

und damit
AV =VA.
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Einleitung
0000e

Beispiele

Beispiel 7.3

So erhalt man

das System y’
der Form

aus

Vi =v lAvvV-lz 4 v—ip,
=y =r¢

= Ay + c von entkoppelten skalaren Gleichungen

Y, = Niy; +¢, 1=1,2,...,n.
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Einleitung
0000e

Beispiele

Beispiel 7.3

So erhalt man aus

Vi =v lAvvV-lz 4 v—ip,
=y =r¢

das System y’ = Ay + ¢ von entkoppelten skalaren Gleichungen
der Form

y;:)\zyz—kcz, ’I::]_,Z,...,’I’L.
Hier ergibt sich einfach die Losung

yi(t) = 20Nt + i— (eAit — 1) . falls A; # 0,

1

yi(t) = cit + 27, falls A; = 0,

wobei 29 := (V—120) .
1 ( 1
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Theoretische Grundlagen
90000000

Elementare Eigenschaften

Charakterisierung von Eigenwerten

A € Cist ein Eigenwert von A genau dann, wenn

det(A — AI) = 0.

det(A — AI) wird das charakteristische Polynom genannt.
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Theoretische Grundlagen
90000000

Elementare Eigenschaften

Charakterisierung von Eigenwerten

A € Cist ein Eigenwert von A genau dann, wenn

det(A — AI) = 0.

det(A — AI) wird das charakteristische Polynom genannt.

Deshalb: Berechnung der Eigenwerte

T

Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(A — A1)
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Theoretische Grundlagen
90000000

Elementare Eigenschaften

Charakterisierung von Eigenwerten

A € Cist ein Eigenwert von A genau dann, wenn

det(A — AI) = 0.

det(A — AI) wird das charakteristische Polynom genannt.

Deshalb: Berechnung der Eigenwerte

T

Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(A — A1)

Der Weg iiber die Nullstellen ist im allgemeinen ein untaugliches
Vorgehen und nur fiir sehr kleine n akzeptabel.
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Theoretische Grundlagen
0e00000

Elementare Eigenschaften

Eigenschaften des Spektrums

Definitionen:
Die Menge aller paarweise verschiedenen Eigenwerte
c(A)={AeC| det(A—AI)=0}

bezeichnet man als das Spektrum von A.
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Theoretische Grundlagen
0e00000

Elementare Eigenschaften

Eigenschaften des Spektrums

Definitionen:

Die Menge aller paarweise verschiedenen Eigenwerte
c(A)={AeC| det(A—AI)=0}

bezeichnet man als das Spektrum von A.

Matrizen A und B heiRen 3hnlich, falls es eine nichtsingulare
Matrix T gibt, so dal}

B=T"T1AT

gilt.
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Theoretische Grundlagen
[e]e] lelelele]

Elementare Eigenschaften

Lemma 7.5

Es seien A, B € R™*"™. Dann gilt
(i) Falls A nichtsingulirist: A € 0(A) <= A"l e€a(A471)
(ii)) A€ o(A) = Ae€a(A).
(iii) o(A—pl) ={ A —p | A€ o(A)} firjedes u € C.
(iv) o(A) = a(AT).
(v) o(AB) = o(BA).

)

(vi) Falls A eine obere oder untere Dreiecksmatrix ist:

oc(A)={a;; |1 <i<n}.

(vii) Es sei A eine obere oder untere Block-Dreiecksmatrix mit
quadratischen Diagonalblécken Dy;, 1 < 7 < m.
Dann gilt: 0(A) = Ui<i<m (D).

Institut, Uni XXX Veranstaltung Titel



Theoretische Grundlagen
[e]e]e] lelele]

Elementare Eigenschaften

Ahnliche Matrizen

Ahnliche Matrizen haben das gleiche Spektrum:
o(A) = o(T 1AT)

fiir beliebiges nicht-singulares T'.
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Theoretische Grundlagen
[e]e]e] lelele]

Elementare Eigenschaften

Ahnliche Matrizen

Ahnliche Matrizen haben das gleiche Spektrum:
o(A) = o(T 1AT)

fiir beliebiges nicht-singulares T'.

Beweis
det(T7'AT — AI) = det(T~1(A - AI)T)
= det(T7!)det(A — \I) det(T)
= det(A — AI).
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Theoretische Grundlagen
[e]e]e]e] Tele]

Elementare Eigenschaften

Schur-Faktorisierung

Satz 7.8 (Komplexe Schur-Faktorisierung)

Zu jeder Matrix A € C™*X™ gibt es eine unitdre Matrix
Q € C™*X™ so dass

A1
A2 *

Q*AQ = =R

gilt.

Dabei ist {A1,...,An} = o(A).
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Theoretische Grundlagen Kondition i N dtzungen Zusammenfassung
00000e0 [e]e ) o] o]

Elementare Eigenschaften

Schur-Faktorisierung
Satz 7.9 (Reelle Schur-Faktorisierung)

Zu jeder Matrix A € R™*™ gibt es eine orthogonale Matrix
Q € R™X™, so dass
Ry,

R %
QTAQ = = = R

gilt. 0 R

Dabei sind alle Matrizen R;; (¢ = 1,...,m) reell und besitzen
entweder die Ordnung eins (R;; € R) oder die Ordnung zwei
(R“ = R2X2).

Im letzteren Fall hat R;; ein Paar komplex konjugierter
Eigenwerten.

Die Menge aller Eigenwerte der Matrizen R;; (¢ = 1,...,m) ist
gerade das Spektrum der Matrix A.
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Theoretische Grundlagen
000000

Elementare Eigenschaften

Schur-Faktorisierung

Folgerung 7.11

Jede reelle symmetrische Matrix A € R™*™ |3kt sich mittels einer
orthogonalen Matrix @Q dhnlich auf Diagonalgestalt bringen:

Q7 1'AQ = D = diag(\1, ..., \p).

A besitzt somit nur reelle Eigenwerte und n linear unabhangige
zueinander orthogonale Eigenvektoren

Die Eigenvektoren sind die Spalten von Q.
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Kondition

[ Jele]e]

Kondition des Eigenwertproblems

Satz 7.12

Sei A € R™*™ eine diagonalisierbare Matrix:

V1AV = diag(A1,..., A\n).
Sei p ein Eigenwert der gestdrten Matrix A + E, dann gilt

min = ] S VIV 2,

mit p = 1, 2, co.
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Kondition

[ Jele]e]

Kondition des Eigenwertproblems

Satz 7.12

Sei A € R™*™ eine diagonalisierbare Matrix:

V1AV = diag(A1,..., A\n).
Sei p ein Eigenwert der gestdrten Matrix A + E, dann gilt

min = ] S VIV 2,

mit p = 1, 2, co.

Beachte:

Die absolute Kondition der Eigenwerte hangt von der
Konditionszahl der Eigenvektormatrix V' und nicht von der
Konditionszahl der Matrix A ab .
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Kondition
[o] le]e}

Kondition des Eigenwertproblems

Fiir eine symmetrische Matrix ist das Problem der Bestimmung der
Eigenwerte immer gut konditioniert:

Satz 7.13

Sei A € R™*™ eine symmetrische Matrix und p ein Eigenwert der
gestorten Matrix A + E. Dann gilt

in |A\; — p| < || E||2-
min [\ — u| < |||l
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Kondition
[o] le]e}

Kondition des Eigenwertproblems

Fiir eine symmetrische Matrix ist das Problem der Bestimmung der
Eigenwerte immer gut konditioniert:

Satz 7.13

Sei A € R™*™ eine symmetrische Matrix und p ein Eigenwert der
gestorten Matrix A + E. Dann gilt

in |A\; — p| < || E||2-
min [\ — u| < |||l

Fiir nicht-symmetrische Matrizen kann das Problem der
Eigenwertbestimmung schlecht konditioniert sein, obgleich A selbst
eine moderate Konditionszahl hat.
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Kondition
[e]e] e}

Beispiel 7.14
Sei

k)

1 1
= <
A <a2 1), 0<a<

N | =

mit Eigenwerten und zugehdrigen Eigenvektoren

A1=1—aq, 'v1:<1>, A2 =1+ a, 'v2=<1>.
—« a
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Kondition
[e]e] e}

Beispiel 7.14
Sei

a? 1 ’

N | =

mit Eigenwerten und zugehdrigen Eigenvektoren

A1=1—aq, 'v1:<1>, A2 =1+ a, v2=(1>.

— (87

Es gilt
A 0 1 1
—1 1 .
VAV __<0 )\2) mit V_—< >

_ 4
ra(A) =l Al A7z < -,

_ 1
k2 (V) =VI2llV 2 = e
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Kondition
[e]ele] ]

Beispiel 7.14
. 0 0
Se|E:< ) IE|2 = a®(2 + o).

a3(2+a) 0
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Kondition
[e]ele] ]

Beispiel 7.14

. o 0 0 3
56 8= (25 o) IEl=a*@+a)

Die gestorte Matrix

1 1
A+E:<Mu+afl>

hat Eigenwerte
ulzl—a(1+a):)\1—a2,
2 =14+ a(l 4+ a) = A + o?,
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Kondition
[e]ele] ]

Beispiel 7.14

. o 0 0 3
56 8= (25 o) IEl=a*@+a)

Die gestorte Matrix

1 1
A+E:<Mu+afl>

hat Eigenwerte
ulzl—a(1+a):)\1—a2,
2 =14+ a(l 4+ a) = A + o?,

also gilt
1 o*2+a)
2+« « o 2+«

i = Xi| = a® = k2 (V)1 El2-
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Eigenwertabschiatzungen
o

Eigenwertabschatzungen

Satz 7.15

Fiir alle A € o(A) gilt

Al < [|A]l-
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Eigenwertabschitzungen
o

Eigenwertabschatzungen

Satz 7.15

Fiir alle A € o(A) gilt

Al < [|A]l-

Satz 7.16

Sei A € R™*™ diagonalisierbar: V"1 AV = diag(A1,...,An)-
Sei (p, w) eine Approximation einer Lésung des Eigenwertproblems
mit

Aw — pw
w <e p=1,2,oder co.
llwl|p
Dann gilt

min =Xl < VI, [V, e
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Eigenwertabschitzungen
@0000

Gerschgorin-Kreise

Eigenwertabschatzungen

Satz 7.17

Seien
K; := ZEC||Z—ai,i|SZ|ai,j| , t=1,2,...,n,
JFi

die sogenannten Gerschgorin-Kreise.Dann gilt, dass alle Eigenwerte
von A in der Vereinigung aller dieser Kreise liegen:

O'(A) g LnJ K,'.

=1
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Einleitung e Grundlagen Eigenwertabschitzungen Zusammenfassung
) O 00000000 o

Gerschgorin-Kreise

Eigenwertabschatzungen

Folgerung 7.18

Seien K die Gerschgorin-Kreise fiir AT

K := zG(C||z—ai,i|§Z|aj,i| , 1=1,2,...,n,
J#i

dann gilt

e ((Ur)n(Uxrn).
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he Grundlagen itio Eigenwertabschitzungen Zusammenfassung
00000000 o]

Gerschgorin-Kreise

Eigenwertabschatzungen

Folgerung 7.18

Seien K die Gerschgorin-Kreise fiir AT

Kl:={z €(C| |z — a;;l §Z|aj,i| , 1=1,2,...,n,
J#i
dann gilt

n

s e (Umn(Ush)

=il
Falls A symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reell, also gilt:

o(A) C O (K; NR).

=1
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Eigenwertabschiatzungen
(e]e] lele]

Gerschgorin-Kreise

Beispiel 7.19

Die Matrix
4 1 -1
Ai;=1(10 3 -1
1 0 —2

hat das Spektrum o (A1) = {3.43 £ 0.144, —1.86}.
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Eigenwertabschiatzungen
000e0

Gerschgorin-Kreise

Gerschgorin-Kreise der Matrix A;
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Eigenwertabschiatzungen
0000e

Gerschgorin-Kreise

Beispiel 7.19

Die Matrix

A=|-1 3 -1

hat das Spektrum o (A) = {1.27, 3.00,4.73}.
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Eigenwertabschiatzungen
0000e

Gerschgorin-Kreise

Beispiel 7.19
Die Matrix

2 —-1 0

A=[-1 3 -1

0O -1 4

hat das Spektrum o (A) = {1.27, 3.00,4.73}.
Die Gerschgorin-Kreise liefern
o(A) C ([1,3]U[1,5] U [3,5]),

also o(A) C [1,5].
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Eigenwertabschiatzungen
[ le]

Rayleigh-Quotient

Rayleigh-Quotient

Sei v € R™. Das eindeutige Minimum der Funktion
€ — || A5 — €513

ist
T AD

15113

&€min = 7(0) := (Rayleigh-Quotient)
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Eigenwertabschiatzungen
[ le]

Rayleigh-Quotient

Rayleigh-Quotient

Sei v € R™. Das eindeutige Minimum der Funktion
€ — || A5 — €513

ist

(Rayleigh-Quotient)

Abstand zu dem vom Vektor v € R™ aufgespannten Unterraum
(v) :=={av| a €R}:
minger ||w — av||2

d(w, (v)) := ol
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Eigenwertabschdtzungen
o] ]

Rayleigh-Quotient

Rayleigh-Quotient

Lemma 7.20

Es seien (v, A) ein Eigenpaar, Av = Av, und © # O eine
Approximation des Eigenvektors v, mit

d(v, (v)) =: 6 < 1.
Fiir den Rayleigh-Quotienten gilt

[r(0) = Al < ]| Al[2(1 + 26),
|r (D) — A| < 262%||A|2, falls A symmetrisch ist.
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Eigenwertabschdtzungen
o] ]

Rayleigh-Quotient

Rayleigh-Quotient

Es seien (v, A) ein Eigenpaar, Av = Av, und © # O eine
Approximation des Eigenvektors v, mit

d(v, (v)) =: 6 < 1.
Fiir den Rayleigh-Quotienten gilt

[r(0) = Al < ]| Al[2(1 + 26),
|r (D) — A| < 262%||A|2, falls A symmetrisch ist.

Sei (1'3’“)k21 eine Folge von Anndherungen eines Eigenvektors v.
Falls d(9g, (v)) =: 0k < c¥*, mit 0 < v < 1 (lineare
Konvergenz), gilt, erwartet man fiir die Folge (7(©%))r>1 eine
lineare Konvergenz mit demselben Faktor ~ . Falls A = AT wird
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» In den Schur-Faktorisierungen spielen Eigenwerte eine zentrale
Rolle.
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» In den Schur-Faktorisierungen spielen Eigenwerte eine zentrale
Rolle.

» Fiir eine symmetrische Matrix ist das Problem der
Eigenwertbestimmung gut konditioniert.
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» In den Schur-Faktorisierungen spielen Eigenwerte eine zentrale
Rolle.

» Fiir eine symmetrische Matrix ist das Problem der
Eigenwertbestimmung gut konditioniert.

» Die Gerschgorin-Kreise lassen sich einfach bestimmen und
liefern eine Schatzung der Lage des Spektrums

Institut, Uni XXX Veranstaltung Titel



Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» In den Schur-Faktorisierungen spielen Eigenwerte eine zentrale
Rolle.

» Fiir eine symmetrische Matrix ist das Problem der
Eigenwertbestimmung gut konditioniert.

» Die Gerschgorin-Kreise lassen sich einfach bestimmen und
liefern eine Schatzung der Lage des Spektrums

» Der Rayleigh-Quotient (zu ) ist Minimierer der Funktion
¢ — | Av — &al13.
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