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Ubersicht

Themen: Dahmen & Reusken Kap 9.1-9.4
» Interpolationsaufgabe mit Splinefunktionen
» Beispiel einer kubischen Splineinterpolation
» Allgemeine Splineraume
» B-Splines
Was Sie mitnehmen sollten:
» Wie sieht die Interpolationsaufgabe mit kubischen Splines aus?

» Die kubische Splineinterpolation hat eine interessante
Extremaleigenschaft.

» Die Interpolationsaufgabe mit kubischen Splines ist gut
konditioniert.

» Wie sind die allgemeine Splinerdaume und die B-Splines
definiert?
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Einleitung
[ ]

Einleitung

Allgemeine Interpolationsaufgabe

Gegeben seien Stiitzstellen g, ..., x, € R, mit x; # x; fir
% # j, und Daten

f(wo)a“'af(wn) € R.

Es sei G, ein endlich dimensionaler Raum stetiger Funktionen
(dessen Dimension von m abhidngt). Man bestimme g,, € Gy, so
dass

gn(mz) = f(wz)v () :07"'5”’7
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Einleitung
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Einleitung

Allgemeine Interpolationsaufgabe

Gegeben seien Stiitzstellen g, ..., x, € R, mit x; # x; fir
% # j, und Daten

f(wo)a“'af(wn) € R.

Es sei G, ein endlich dimensionaler Raum stetiger Funktionen
(dessen Dimension von m abhidngt). Man bestimme g,, € Gy, so
dass

gn(mz) = f(wz)v () :07"'5”’7

In diesem Kapitel (xg < 1 < ... < xp):

Gn = {g € C*([20, 20]) | Gliwrseisa) € M1 |, k> 2
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Kubische Splineinterpolation
00000000

Kubische Splines

Stiitzstellenna =g < 1 < ... <z, = b.
Daten: f; = f(x;), j=0,1,...,n.

Raum der kubischen Splines:

,P4’T = {g e 02([(1, b]) |g|[:ci,wi+1] E H377: - 0’ 17‘ A 7” - 1}
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Kubische Splineinterpolation
00000000

Kubische Splines

Stiitzstellenna =g < 1 < ... <z, = b.
Daten: f; = f(x;), j=0,1,...,n.

Raum der kubischen Splines:
P4,T = {g € 02([(1, b]) |g|[:ci,a:i+1] €Il3,:=0,1,...,n— 1}

Es gilt: dim(Py4,r) = n + 3.

Kubische Splineinterpolation

Finde zu f; = f(x;), j = 0,...,n eine Funktion S € P4, -, so
dass

S(mj):fj7 j:0317""na
S"(a) = 8”(b) = 0.
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Kubische Splineinterpolation
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Kubische Splines

Die Interpolationsaufgabe ist eindeutig l6sbar und die Lésung hat
eine interessante Extremaleigenschaft:

Lemma 9.3

Es sei g eine beliebige Funktion aus C?([a, b]) mit g(z;) = f;,
j=0,1,...,nund g’ (a) = g”(b) = 0. Fiir die eindeutige
Losung S der Interpolationsaufgabe gilt

b b
/S”(m)2d:c§/ g"(x)? dex.
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Kubische Splineinterpolation
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Kubische Splines

Die Interpolationsaufgabe ist eindeutig l6sbar und die Lésung hat
eine interessante Extremaleigenschaft:

Lemma 9.3

Es sei g eine beliebige Funktion aus C?([a, b]) mit g(z;) = f;,
j=0,1,...,nund g’ (a) = g”(b) = 0. Fiir die eindeutige
Losung S der Interpolationsaufgabe gilt

b b
/S”(m)2d:c§/ g"(x)? dex.

Bedeutung: die Lésung S minimiert unter allen Funktionen
g € C?%([a, b)), die dieselben Interpolationsforderungen erfiillen,
ndherungsweise die mittlere quadratische Kriimmung.
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Kubische Splineinterpolation
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Bestimmung der Lésung

Es seien x, j = 0, ..., n, dquidistante Stiitzstellen:
Lj41 — L5 = h.
mj := 8" (x;), Ij:=[zj,zj+1], 7=0,1,...,n—1.

Wegen 8|1, € II3 ergibt sich, dass Sl’}j linear ist und dass

woooy _ (@i —x)my + (@ —xj)m
|I-(33) = h
Nach zweifacher Integration, mit S(x;) = f; und
S(xj41) = fi+1:
Si(@) = (@j41 — 2)°my + (@ — x5)%m;pa
6h
" (i1 — ) f5 + (& — ;) fia
h
—ghl(@jt1 — @)m; + (x — xj)m;i4]
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Kubische Splineinterpolation
[e]e]e] lelele]e]

Bestimmung der Lésung

Es gilt

S|Ij €ll;, Sc¢ C([a? b])a

St (®j+1) = mjp1 = S[p (z541)-
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Kubische Splineinterpolation
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Bestimmung der Lésung

Es gilt
Si1; € I3, S € C([a,b]),
St (®j+1) = mjp1 = S[p (z541)-
Die noch unbekannten GréRen m; werden so gewahlt, dass
(@) = Sl @)y G=1i..,n—1,

gilt. Daraus ergeben sich die Bedingungen

6 .
mj_1 +4m; + mj = ﬁ(fj—l —2fj+ fi+1), 1 <j<n—L
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Kubische Splineinterpolation
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Bestimmung der Lésung

Wegen
mo = S"(a) =0, m, =S"(b)=0

Ergibt sich insgesamt das System

4 1 my fo—2f1+ fo
1 4 . 0 ma fi—2fa+fs3
: 6 :
T h?
1 4 mMp—1 .fn—2 - 2fn—l + f'.
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Kubische Splineinterpolation
[e]e]e]e] Telele]

Bestimmung der Lésung

Wegen
mo = S"(a) =0, m, =S"(b)=0

Ergibt sich insgesamt das System

4 1 my fo—2f1+ fo
1 4 . 0 ma fi—2fa+fs3
: 6 :
T h?
1 4 mMp—1 .fn—2 - 2fn—l + f'.

Bemerkung: allgemeinere Methode zur Berechnung einer
Splineinterpolation unter Verwendung der B-Spline-Basis:
Abschnitt 9.5.
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Kubische Splineinterpolation
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Kondition

S: kubischer Spline zu Daten f;, j = 0,...,n.
S: kubischer Spline zu Daten f] j=0,...,n.

Es gilt
IS = Sloo := max |S(@) = S(@)| < 3311f - flloo

g_soo ~_ oo
15 = Sllee _ 1 I = 11

1
1S loo 2 Nflleo
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Kubische Splineinterpolation
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Kondition

S: kubischer Spline zu Daten f;, j = 0,...,n.
S: kubischer Spline zu Daten f] j=0,...,n.

Kondition
Es gilt

IS = Slloo == e 1S(z) — S(z)| < 3311F — fllo

S S o0 o0
I I <3l If = £l
15 1lo [l flloo

Die Kondition der kubischen Interpolation, im Falle dquidistanter
Stiitzstellen, ist gut. Insbesondere hdngt die Konditionszahl nicht
von der Anzahl der Stiitzstellen ab.
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Kubische Splineinterpolation
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Beispiel 9.5
i o[ 1] 23] 47]s5 6 7
x; 3 45 6|78 9 10

(2
f(x;)| 25| 20| 05| 0.5 1.5| 1.0| 1.125| 0.0

Das zugehorige System:

4 1 0 00 O my -1
141000 mao 1.5
014100 m3 | _ g 1
001410 my —-1.5
000141 ms 0.625
00 001 4 me —1.25
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Kubische Splineinterpolation
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Beispiel 9.5

Das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad 7, die stiickweise
lineare Interpolation und die kubische Splineinterpolation:
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Spline-Raume
©0000
Einleitung

Ordnung von Splines

Vorbemerkung:

Bei der Behandlung von Splines ist es bequemer, statt mit dem
Grad von Polynomen, mit der Ordnung

k:= Grad +1

zu arbeiten.
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Spline-Raume
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Einleitung

Spline-Raum

Fiir eine Knotenmenge 7 = {79,..., Te41} mit

a=1 <1< <71 <Tpr1=bundk >1
ist der Spline-Raum der Splines der Ordnung k:
Fir kK = 1:

”Pl,T:{f:[a,b)—>R|f‘[ €llp, 0<i< e}

TisTit1)

Fir £ > 2:

Prr = {f € C*2([a,b]) |f} ririga) © Me—1, 0 <4< £}

Fiir kK = 4 ergibt sich gerade der Raum der kubischen Splines.
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Spline-Raume
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Einleitung

Eigenschaften

dim Py, =k + £
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Spline-Raume
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Einleitung

Eigenschaften

dim Py, =k + £

Es sei

h = .chl)a_}fe(Tj+1_Tj) und [|g|lo = Jnax lg(z)| (g € C([a,b]

e A

Satz 9.8

Fiir jedes k > 2 existiert eine positive Konstante ¢ < oo, so dass
fir jedes m < k und jede Funktion f € C™([a,b]) gilt

i — S < ch™| ™
S:g;,r;’fllf klloo < | F™ | oo
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Spline-Raume
[e]e]e] o]

Einleitung

Basis des Splineraumes

Da jedes Polynom insbesondere ein stiickweises Polynom ist, das
zudem sogar unendlich oft differenzierbar ist, gilt

IIy—1 C Pr,r-
Aulerdem sieht man leicht, dass
(ri—x) ' € Py, i=1,...,4,
wobei, fiir m > 0,

m_ ) y™ firy >0,
Y* =1 o firy<o,

die sogenannten abgebrochenen Potenzen sind.
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Spline-Raume
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Einleitung

Basis des Splineraumes

Die k + £ Funktionen

und
(7 —x)ﬁ__l, i=1,...,4,

sind linear unabhéangig.
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Spline-Raume
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Einleitung

Basis des Splineraumes

Die k + £ Funktionen

und
(mi — w)ﬁ__l, i=1,...,4,
sind linear unabhéangig.

Diese Funktionen bilden also eine Basis fiir Py, .
Diese Basis ist fiir praktische Zwecke ungeeignet.

Eine viel bessere Basis fiir Py, . bilden die sogenannten B-Splines.
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B-Splines
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B-Splines

B-Splines sind stiickweise Polynome beziiglich einer Knotenmenge.
Es sei
1 <tr...<t,

eine solche Knotenmenge, die mit der im Splineraum verwendeten
Knotenmenge 7y, . . . , Te+1 vorldufig nichts zu tun hat.
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B-Splines
000000

B-Splines

B-Splines sind stiickweise Polynome beziiglich einer Knotenmenge.
Es sei
1 <tr...<t,

eine solche Knotenmenge, die mit der im Splineraum verwendeten
Knotenmenge 7y, . . . , Te+1 vorldufig nichts zu tun hat.

Der Fall £k = 1. Die einfachsten stiickweisen Polynomen sind die
charakteristischen Funktionen

1 firxz e [tj, tj_|_1),

Nj,l(:’l") = X[tj,tj+1)(m) = { 0 Sonst, J = 0, ooy M-
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B-Splines
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B-Splines

B-Splines sind stiickweise Polynome beziiglich einer Knotenmenge.
Es sei

1 <tr...<t,

eine solche Knotenmenge, die mit der im Splineraum verwendeten
Knotenmenge 7y, . . . , Te+1 vorldufig nichts zu tun hat.

Der Fall £k = 1. Die einfachsten stiickweisen Polynomen sind die
charakteristischen Funktionen

1 firxz e [tj, tj_|_1),

Nj,l(:’l’.) = X[tj,tj+1)(m) = { 0 SonSt, J = 0, ooy M-

Der Trager (engl. ,support”) der Funktion N 1:
supp Nj1 := {x € R | Nj1(x) # 0}

Die Funktionen N1, 0 < j < n — 1, haben einen lokalen Trager.
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B-Splines
[o] lele]ele)

B-Splines

Jede stiickweise konstante Funktion beziiglich der Knotenmenge
ty < ... <ty lasst sich als Linearkombination der IN; ; schreiben

£
S(x) = Z ¢j Nj1(x).
§=0

Die Funktion S lasst sich mit dem Koeffizientenvektor
c= (cj)ﬁz0 identifizieren.

Es gilt

e
lelloo = || > i Nja|| = lISllo
3=0

oo

Die Basis ist in diesem Sinne stabil.
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B-Splines
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B-Splines

Der Fall kK = 2. Stiickweise lineare Funktionen kann man einfach
rekursiv aus den charakteristischen Funktionen konstruieren:
4o —

Nja(@) = 29 Ny () +

Njt1,1(x)
tit1— 1 t9+2 —tjp1 ’

j=1,...,n—2.
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B-Splines
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B-Splines

Der Fall kK = 2. Stiickweise lineare Funktionen kann man einfach
rekursiv aus den charakteristischen Funktionen konstruieren:

—t 42—
2(®) == —Njai(e) + ————
Nz titr—t; ta+2 — i+

Njt1,1(2),
j=1,...,n—2.

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:

1) von Null verschiedene Werte nur auf dem Intervall [t;, ¢;42];

2) auf jedem der beiden Intervalle [t;, tj+1], [tj41,tj+2] ist Nj2
linear;

3) N2 ist stetig.
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B-Splines
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Definition B-Splines

Definition 9.11

Seit; < tg < --- < t, eine Menge von paarweise verschiedenen
Knoten. Dann werden die B-Splines IV, der Ordnung k
(1 < k < n) rekursiv definiert durch

Nj’l(w) = X[tj,tj_;,_l)’ j - 17 A 7n - 1?

S Njk—1(z)

N;p(x) :=
@) =
t‘_|_k — X
+ JiNj-‘rl,k—l(a’)’
Gtk — tjta

firk=2,....n—1,und 3 =1,...,n — k.

Beachte dass die Anzahl n — k von k abhangt.
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B-Splines
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B-Splines N, kK = 1,2, 3.

N171 N3’1 anl,l
*—— O *——O0 *——O0
i e
tq to t3 ty th—3 tp—2 tp-1
Ni2 N2 2 Np_3,2 Nn—22
{ f T T f f T \ k=2
tq to t3 ty th-3 th—2 th-1 In

Ni3 Npn_33

- = ks

ty to t3 ty th—g th—2 Tn-1 Itn
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B-Splines
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Eigenschaften von B-Splines

Lemma 9.12

Fiir die B-Splines IV ;. gilt:
(i) supp Njx C [tj; 4],
(ii) Nj,k(a:) > 0 fir alle x € (tj,tj+k),

(iii) (N,k) € Ily_1,

[tistit1)

(iv) Y02F Njg(z) = 1 fiir alle @ € [tr, tn_ky1] -
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» Die eindeutige Losung der kubischen Splineinterpolation hat
eine Extremaleigenschaft die bedeutet dass naherungsweise die
mittlere quadratische Kriimmung minimiert wird.
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» Die eindeutige Losung der kubischen Splineinterpolation hat
eine Extremaleigenschaft die bedeutet dass naherungsweise die
mittlere quadratische Kriimmung minimiert wird.

» Die Losung der kubischen Splineinterpolation mit dquidistanten
Stiitzstellen l3sst sich mittels eines linearen Gleichungssystems
mit einer symmetrisch positiven Tridiagonalmatrix bestimmen.
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» Die eindeutige Losung der kubischen Splineinterpolation hat
eine Extremaleigenschaft die bedeutet dass naherungsweise die
mittlere quadratische Kriimmung minimiert wird.

» Die Losung der kubischen Splineinterpolation mit dquidistanten
Stiitzstellen l3sst sich mittels eines linearen Gleichungssystems
mit einer symmetrisch positiven Tridiagonalmatrix bestimmen.

» Die kubische Splineinterpolationsaufgabe mit dquidistanten
Stiitzstellen ist gut konditioniert.
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» Die eindeutige Losung der kubischen Splineinterpolation hat
eine Extremaleigenschaft die bedeutet dass naherungsweise die
mittlere quadratische Kriimmung minimiert wird.

» Die Losung der kubischen Splineinterpolation mit dquidistanten
Stiitzstellen l3sst sich mittels eines linearen Gleichungssystems
mit einer symmetrisch positiven Tridiagonalmatrix bestimmen.

» Die kubische Splineinterpolationsaufgabe mit dquidistanten
Stiitzstellen ist gut konditioniert.

» Der Splineraum der Splines der Ordnung k mit £ + 2 Knoten
hat Dimension k -+ £.
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» Die eindeutige Losung der kubischen Splineinterpolation hat
eine Extremaleigenschaft die bedeutet dass naherungsweise die
mittlere quadratische Kriimmung minimiert wird.

» Die Losung der kubischen Splineinterpolation mit dquidistanten
Stiitzstellen l3sst sich mittels eines linearen Gleichungssystems
mit einer symmetrisch positiven Tridiagonalmatrix bestimmen.

» Die kubische Splineinterpolationsaufgabe mit dquidistanten
Stiitzstellen ist gut konditioniert.

» Der Splineraum der Splines der Ordnung k mit £ + 2 Knoten
hat Dimension k -+ £.

» Die Genauigkeit mit der glatte Funktionen mit Splines
approximiert werden kénnen wird in Satz 9.8 beschrieben.
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Zusammenfassung
o

Zusammenfassung

» Die eindeutige Losung der kubischen Splineinterpolation hat
eine Extremaleigenschaft die bedeutet dass naherungsweise die
mittlere quadratische Kriimmung minimiert wird.

» Die Losung der kubischen Splineinterpolation mit dquidistanten
Stiitzstellen l3sst sich mittels eines linearen Gleichungssystems
mit einer symmetrisch positiven Tridiagonalmatrix bestimmen.

» Die kubische Splineinterpolationsaufgabe mit dquidistanten
Stiitzstellen ist gut konditioniert.

» Der Splineraum der Splines der Ordnung k mit £ + 2 Knoten
hat Dimension k -+ £.

» Die Genauigkeit mit der glatte Funktionen mit Splines
approximiert werden kénnen wird in Satz 9.8 beschrieben.

» Die B-splines werden rekursiv definiert.

Institut, Uni XXX Veranstaltung Titel



	Einleitung
	Kubische Splineinterpolation
	Spline-Räume
	Einleitung

	B-Splines
	Zusammenfassung
	


