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Einleitung

Problemstellung

Die numerische Berechnung von Integralen (auch Quadratur genannt):

Problemstellung

Konstruktion von Naherungsformeln fiir ein eindimensionales Integral

I:/abf(a:)d:v

einer stetigen Funktion f € C([a, b]).
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Einleitung

Problemstellung

Die numerische Berechnung von Integralen (auch Quadratur genannt):

Problemstellung

Konstruktion von Naherungsformeln fiir ein eindimensionales Integral

=/abf(a:)d:v

einer stetigen Funktion f € C([a, b]).

Diese Aufgabe kann man als die Aufgabe der Auswertung des linearen
Funktionals

b
Li C(lab) >R L) = | fo)de

a

auffassen. Insbesondere ist die gesuchte Lésung eine skalare GroRe.
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Einleitung Kondition

Kondition

b b
Sei I:/ f(z) dz, f:/ f(x)de. Es gilt:

-1 = |[ 1@ - F@ad] < [ |7@) - F@)|am
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Einleitung Kondition

Kondition

b b
Sei I:/ f(z) dz, f:/ f(x)de. Es gilt:

-1 = |[ 1@ - F@ad] < [ |7@) - F@)|am

< e-a)fr-7_.

=> absolute Kondition ist gut.
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Kondition

b b
Sei I:/ f(z) dz, f:/ f(x)de. Es gilt:

-1l = (f(@—f@ﬂmé%ﬂﬂ@—f@)m

< e-a)fr-7_.
oo
= absolute Kondition ist gut.
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Kondition

b b
Sei I:/ f(z) dz, f:/ f(x)de. Es gilt:

-1l = (f(@—f@ﬂmé%ﬂﬂ@—f@)m

< e-a)fr-7_.

= absolute Kondition ist gut.
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Einleitung Kondition

Kondition

b b
Sei I:/ f(z) dz, f:/ f(x)de. Es gilt:

-1 = |[ 1@ - F@ad] < [ |7@) - F@)|am

< e-aff-7_

=> absolute Kondition ist gut.

=1, )Hf o 2uflecan |7 -7
H | [P f(@)de| | [P f(x)dx|  (Iflleo
= Krel

=> relative Kondition kann schlecht sein.
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Einleitung  Trapezregel

Grundlegende Idee

Die gingige Strategie zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals

/abf(a:)da: ~ 7

lasst sich folgendermalRen umreillen:
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Einleitung  Trapezregel

Grundlegende Idee

Die gingige Strategie zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals

/abf(a:)da: ~ 7

lasst sich folgendermalRen umreillen:

1. Man unterteile [a, b] in Teilintervalle [tx—1, tx] z.B. mit
ti=a+jh,j=0,...,n, h=(b—a)/n.
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Einleitung  Trapezregel

Grundlegende Idee

Die gingige Strategie zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals

/abf(a:)da: ~ 7

lasst sich folgendermalRen umreillen:

1. Man unterteile [a, b] in Teilintervalle [tx—1, tx] z.B. mit
ti=a+jh,j=0,...,n, h=(b—a)/n.

2. Approximiere f auf jedem Intervall [tx—1, tx] durch eine einfach zu
integrierende Funktion gi, und verwende

/ )z =
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Einleitung  Trapezregel

Grundlegende Idee

Die gingige Strategie zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals

/abf(a:)da: ~ 7

lasst sich folgendermalRen umreillen:

1. Man unterteile [a, b] in Teilintervalle [tx—1, tx] z.B. mit
ti=a+jh,j=0,...,n, h=(b—a)/n.

2. Approximiere f auf jedem Intervall [tx—1, tx] durch eine einfach zu
integrierende Funktion gi, und verwende

/ab f(x)dx = kZ::l/t:: f(x)dx
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Einleitung  Trapezregel

Grundlegende Idee

Die gingige Strategie zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals

/abf(a:)da: ~ 7

lasst sich folgendermalRen umreillen:

1. Man unterteile [a, b] in Teilintervalle [tx—1, tx] z.B. mit
ti=a+jh,j=0,...,n, h=(b—a)/n.

2. Approximiere f auf jedem Intervall [tx—1, tx] durch eine einfach zu
integrierende Funktion gi, und verwende

b n tr n tk
/a f(x)dx = kZ::l/tk_l f(z)de = kZ::l/tk_l gr(x)dx

als Naherung fiir das exakte Integral.
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Einleitung  Trapezregel

Trapezregel

» Lineare Interpolation an den Intervallenden von [tg_1, tx], d.h.

by 22
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Einleitung  Trapezregel

Trapezregel

» Lineare Interpolation an den Intervallenden von [tg_1, tx], d.h.

F(te—1),

x—tr_1q ty — x
h h

gr(x) = f(te) +

tp—1 Ly
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Einleitung  Trapezregel

Trapezregel

» Lineare Interpolation an den Intervallenden von [tk_l,tk], d.h.
tk 1

gr(z) = ————f(t)

» Das Integral ist damit gegeben durch

tr—1 22
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Einleitung  Trapezregel

Trapezregel

» Lineare Interpolation an den Intervallenden von [tg_1, tx], d.h.

w.f(tk—l)a

x —tp—1 t —
—f(t
. F(te) + .

gr(x) =
» Das Integral ist damit gegeben durch

te h
/ gk(x) dx = 5 [f (te—1) + f(tr)]

te—1

f(z)

e EE

tr—1 22
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Einleitung  Trapezregel

Summierte Trapezregel

Wiederholtes Anwenden der Trapezregel auf jedem Teilinterval [tg—1, ti]
als Naherung fiir f: f(x) dx liefert die
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Einleitung  Trapezregel

Summierte Trapezregel

Wiederholtes Anwenden der Trapezregel auf jedem Teilinterval [tg—1, ti]
als Naherung fiir f: f(x) dx liefert die

Summierte Trapezregel

T(h) = h | 3£(a) + F(t2) + -+ F(tnos) + 3 1(0)
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Einleitung  Trapezregel

Summierte Trapezregel

Wiederholtes Anwenden der Trapezregel auf jedem Teilinterval [tg—1, ti]
als Naherung fiir ff f(x) dx liefert die

Summierte Trapezregel
1
T(h) = h | 3£(a) + F(t2) + -+ F(tnos) + 3 1(0)

Fiir den Verfahrensfehler der Teilintegrale gilt folgende Darstellung:
Lemma 10.1
Sei f € C?([tx—1,tx])- Es gilt fiir geignetes &k € [tr_1, tr]:

) f"(g’“)h}‘*

te—1 1

t

P ) + £ =
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Einleitung  Trapezregel

Summierte Trapezregel

Fiir den Verfahrensfehler von T'(h) ergibt sich damit die Abschitzung

f”(ék)

T(h) — ’ f(z) dz
70 - [ o)

< h—zn: "(&x) h—3n max |f"(x)|.
- 12 & T 12 z€la,b]
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Einleitung  Trapezregel

Summierte Trapezregel

Fiir den Verfahrensfehler von T'(h) ergibt sich damit die Abschitzung

(k) 5

)~ [ f)de| =
- [ o) da

h3

h; - // - "
< 5 Z_: (&)| < 12n max |f (z)]-

Mit nh = b — a ergibt sich insgesamt die

Fehlerschranke
b
T(h) — / () da

< —(b— a) max ‘f”(zc)‘
z€la,b
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Einleitung  Trapezregel

Summierte Trapezregel

Ebenfalls erhdlt man wegen

b n " 2 n
E(h) := T(h) - / fl@)yde=Y h3fl(§k) = ’llz > hi" (&)
a k=1 k=1
e li E(h) _ 1 b ” dr = 1 (b /
i =2 = = [ @) de = (£0) - @)
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Einleitung  Trapezregel

Summierte Trapezregel

Ebenfalls erhdlt man wegen

v ) R
B(h):=T(h) - | f@)de=Y BI"* = Y hpr(g)

und
E(h) 1 b | I ,
=35 | F@de =5 (1) - £/(@)

1
hl—% h2
die

Fehlerschitzung

= h?
E(h) = E(h) := = (£'(b) — f(a))
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Einleitung  Trapezregel

Beispiel 10.2

Zur ndherungsweise Berechnung von
/2 T 1
I:/ (mcosm+ew)dm:§+e§”—2
0

mit der Trapezregel ergeben sich die in folgender Tabelle angegebenen
Naherungswerte, Verfahrensfehler und Fehlerschatzungen.

no | T | EM=TM) ~ 1] | [BW)| =517 (5) - 1'(0)]
4 4.396928 1.57e—-02 1.59e—-02
8 4.385239 3.97e—-03 3.98e—-03
16 | 4.382268 9.95e—-04 9.96e—04
32| 4.381523 2.49e—-04 2.49e—-04
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

» Fiir ein typisches Teilintervall [tg—_1, tx] stehe der Einfachheit halber
im Folgenden [c, d].

» Seien nun xg, ..., T, € [c,d] paarweise verschiedene Punkte.

Interpolatorische Quadraturformel
d
In(f) = [ P(fleos-s2m)(@) da
C
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

> Fiir ein typisches Teilintervall [tx—1, tx] stehe der Einfachheit halber
im Folgenden [c, d].

» Seien nun xg, ..., T, € [c,d] paarweise verschiedene Punkte.

Interpolatorische Quadraturformel
d
In(f) = [ P(flzo,...,em)(@) de
C

Sei I,,,(f) wie oben. Fiir jedes Polynom @ € II,, gilt
d
1.(Q = [ Q@) da.

Man sagt, die Quadraturformel ist exakt vom Grade m.
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

Wir erhalten damit als Niherung fiir das exakte Integral

d
/ P(flxo,...,Tm)(z) dx
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

Wir erhalten damit als Niherung fiir das exakte Integral

d d m
[ Pz @ de = [*>" F@)tm (@) da
C C J=0
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

Wir erhalten damit als Niherung fiir das exakte Integral

d d m
[ Pz @ de = [*>" F@)tm (@) da
C C J=0

d
= Zf(a:j)/ Lim () dx
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

Wir erhalten damit als Niherung fiir das exakte Integral

d d m
[ Pz @ de = [*>" F@)tm (@) da
C C J=0
m d
= f(x;) Lim(x) dx

m d m _
— Zf(:l:j)/ [T 2= da
§=0 ¢ k=0

o X — Tk
k#j
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

Wir erhalten damit als Niherung fiir das exakte Integral

d d m
[ Pz @ de = [*>" F@)tm (@) da
C C J=0

m d
= Zf(a:j)/ Lim () dx
j=0 N
m d m .. _ Th
= I (x5) H dx
=0 ¢ g=q®i — Tk
k#j
m 1 /4 ﬁ r — Tk
= h Z fxj) — dx
7=0 h € k=0 Ly Lk
k#j
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

Wir erhalten damit als Niherung fiir das exakte Integral

d d m
[ Pz @ de = [*>" F@)tm (@) da
C C J=0

m d
= Zf(a:j)/ Lim () dx
j=0 N
m d m .. _ o
= Ys@y [ 1] da
j=0 ¢ p—q Ti ~ Tk
)
m 1 ™ 5 _ L4
= h Z fxj) — H dx
7=0 h ¢ k=0 Ly Lk
k#j
m
= h Z f(x;) Cj
=0
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Interpolatorische Quadratur

Interpolatorische Quadratur

Lemma 10.5

Die interpolatorische Quadraturformel I,,,(f) hat die Form
Ln(f) =h > cif (=),
3=0

wobei h = d — c. Die ¢; sind durch

1 45 x— 1 [
= / H Tk = = / Pnlln) @i
h Je oo Ti — Tk h Je

k#j

gegeben, wobei £, (0 < j < m) die Lagrange-Fundamental-Polynome
zu den Stiitzstellen xg, . .., &., sind.
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Interpolatorische Quadratur

Allgemeine Quadraturformel

Lemma 10.6

Sei Iy (f) = > jeo w; f(z;) eine allgemeine Quadraturformel mit

R d
I.(Q) = / Q(x)dx fir alle Q € IL,,.

Dann gilt

w; = hcj, mit c; aus Lemma 10.5, fiir alle j = 0,...,n.
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Interpolatorische Quadratur Newton-Cotes-Formeln

Newton-Cotes-Formeln

Wahlt man speziell die Stiitzstellen a; dquidistant
1
rg = c+ Eh =:c+ poh, wennm =0
J .
z; = ¢+ —h=:c+ pjh, 3=0,...,m, wenn m > 0,
m

erhalt man die Newton-Cotes-Formeln.

[NewtonCotes-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 10



Interpolatorische Quadratur Newton-Cotes-Formeln

Newton-Cotes-Formeln

Wahlt man speziell die Stiitzstellen a; dquidistant
1
rg = c+ Eh =:c+ poh, wennm =0
J .
z; = ¢+ —h=:c+ pjh, 3=0,...,m, wenn m > 0,
m

erhalt man die Newton-Cotes-Formeln.

Fiir m = 1 erhalten wir g = ¢ (£o = 0), 1 = d (11 = 1) und
/ T — :nl .
ro — ml -

CL'—:B()
c]. = =
CC1—5L'0

Co =

S = S =
N = N =
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Interpolatorische Quadratur Newton-Cotes-Formeln

Newton-Cotes-Formeln

Man kann die interpolatorische Quadraturformel in der Form
In(f) = h ) _ c;f(c+ nih)
j=0

mit normierten Stiitzstellen p; und Gewichten c; schreiben, die jetzt
unabhangig vom speziellen Intervall [c, d] sind, z.B.
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Interpolatorische Quadratur Newton-Cotes-Formeln

Newton-Cotes-Formeln

Man kann die interpolatorische Quadraturformel in der Form
In(f) = h ) _ cjf(c+ pih)
j=0

mit normierten Stiitzstellen p; und Gewichten c; schreiben, die jetzt
unabhangig vom speziellen Intervall [c, d] sind, z.B.

m 14 ¢j Lu(f) = [ f(2)da
0 | Mittelpunktsregel % 1 —ih3f(2)(£)
1 Trapezregel 0,1 %,% 112h3f(2)(£)
2 | Simpson-Regel 0, %, 1 %, %, % %(%hﬁf@)@)
s| Rl 01 LELL | AP0
4 Milne-Regel 0,%,%,%,1 9—70,%,%,%,% w%(ihff(ﬁ)(g)
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Interpolatorische Quadratur Newton-Cotes-Formeln

Summierte Newton-Cotes-Formeln

Beispiel: Summierte Simpson-Regel
b
S(h) = / f(z)dz + E(h) mit

s = s +as( ) +2r) + an (2 12)

fn1 ¥t t") + f(tn)}

+2f(t2) + -+ 2f(tn-1) +4f( 5
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Interpolatorische Quadratur Newton-Cotes-Formeln

Summierte Newton-Cotes-Formeln

Beispiel: Summierte Simpson-Regel
b
S(h) = / f(z)dz + E(h) mit

S(h) = {f(t0)+4f<0+ 1>+2f(t1)+4f< Lt 2)

+2f(t2) + -+ 2f(th—1) +4f (%—Ftn) 4= f(t'n,):|
und Fehlerdarstellung
B =Y = (h>5 FO (&) = Z B (&),
90 \ 2 * 7 2880 4§

fiir &k € [tk—la tk]
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Interpolatorische Quadratur Newton-Cotes-Formeln

Summierte Simpson-Regel

Es gilt, wegen nh = b — a,

4

|E(R)| <

b— CONI P
< (b —a)llf @]

L4 (f(3)(b) _ f(3)(a))

h4 b (4)
() / FO(@) de =

2880

Beim Aufsummieren der einzelnen Teilintegrale,

[ 1@y an= g / A @

geht im Fehler eine h-Potenz verloren.

[SumNewtonCotes-02] Dahmen-Reusken Kapitel 10



Interpolatorische Quadratur Newton-Cotes-Formeln

Beispiel 10.7

Wie in Beispiel 10.2 ergeben sich fiir die ndherungsweise Berechnung von
/2 T 1
I:/ (:vcosac—l—ea’)dwzg—i—ef”—Z
0

folgende Resultate:

n S(h) |E(h)| | o |£P(Z)— £ (0))
4.381343022 | 6.93e-05 6.92e-05

8 | 4.381278035 | 4.33e-06 4.33e-06

16 | 4.381273978 | 2.70e-07 2.70e-07

32 | 4.381273725 | 1.69e-08 1.69e-08
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

GauB-Quadratur

Zielvorgabe

Fiir festes m € N, wiahle die Stiitzstellen xq, . .., T, so dass die
interpolatorische Quadraturformel

m d
RS () =/ P(F|z0, - - - s xm) (x)da
i=o c

(mit ¢; wie in Lemma 10.5) einen méglichst hohen Exaktheitsgrad n hat:

m

d
/ Q(x)dx =h ) c;Q(x;), firalleQ € II,.
¢ =0

J

[GaussQuadratur-01] /1 Dahmen-Reusken
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

GauB-Quadratur

Zielvorgabe

Fiir festes m € N, wiahle die Stiitzstellen xq, . .., T, so dass die
interpolatorische Quadraturformel

m d
RS () :/ P(F|z0, - - - s xm) (x)da
i=o c

(mit ¢; wie in Lemma 10.5) einen méglichst hohen Exaktheitsgrad n hat:

m

d
/ Q(x)dx =h c;Q(xj), firalle Q € IL,.
¢ =0

J

Zur Erinnerung: Der Exaktheitsgrad bei Newton-Cotes-Formeln I,,,(f)
ist entweder m oder m + 1.

[GaussQuadratur-01]/2 Dahmen-Reusken
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

GauB-Quadratur

» Exaktheitsgrad kann hochstens 2m + 1 sein.

[GaussQuadratur-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 10



Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

GauB-Quadratur

» Exaktheitsgrad kann hochstens 2m + 1 sein.

Sei m > 0. Es existieren Stiitzstellen xg, ..., Zm € (c,d), so dass mit
h = d — c fiir die interpolatorische Quadraturformel

m d
I (f) =h > c;if(x;) :=/ P(f|xoy .-+ xm)(x) dz
i=0 ¢

gilt I,,(Q) = fch(ac) dx fiir alle Q € Il3y,+41. Die Gewichte ¢; sind
positiv. Ferner existiert ein & € [c, d], so dass gilt

_ ¢ 2) dx| = ((m+1)!)4 2m+3| p(2m+2)
1.(f) = [ #G)d ‘— s oy )
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Beispiel 10.10

» Aufgabe: Berechnung der Stiitzstellen und Gewichte der
GauB-Quadratur fiir [e,d] = [—1,1] und m = 1.

spiel-10.10-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 10



Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Beispiel 10.10

» Aufgabe: Berechnung der Stiitzstellen und Gewichte der
GauB-Quadratur fiir [e,d] = [—1,1] und m = 1.

» Die Gaul-Quadraturformel

Ii(f) = 2(cof (xo) + c1f(x1))

muss fiir p € TI3 exakt sein, d.h.

1
/_ p(@) do = 2(cop(z0) + c1p(a1))

fir p(z) = z*,k = 0,1, 2, 3.

[Beispiel-10.10-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 10



Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Beispiel 10.10

» Aufgabe: Berechnung der Stiitzstellen und Gewichte der
GauB-Quadratur fiir [e,d] = [—1,1] und m = 1.

» Die Gaul-Quadraturformel

Ii(f) = 2(cof (xo) + c1f(x1))

muss fiir p € TI3 exakt sein, d.h.
1
/ p(x) de = 2(cop(xo) + c1p(1))
-1
fir p(z) = z*,k = 0,1, 2, 3.
> Aus

1
/ zFdx = 2 (com’g + clas’f) , k=0,1,2,3,
-1

erhilt man die Gleichungen ...

[Beispiel-10.10-01] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 10



Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Beispiel 10.10

erhilt man die Gleichungen
2 = 2(60 + Cl), 0= 2(00$0 + clml),

% = 2(cox? + c123), 0 = 2(cozd + c123).

Dahmen-Reusken Kapitel 10



Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Beispiel 10.10

erhilt man die Gleichungen
2 = 2(60 + Cl), 0= 2(00$0 + clml),

% = 2(cox? + c123), 0 = 2(cozd + c123).

» Dieses nichtlineare Gleichungssystem hat genau zwei Lésungen:

To = —%\/3, T = %\/g

1 1
amozg\/ga L1 = —3 3

Cop = C1 =

W= N
>

Cop = C1 =

Dahmen-Reusken Kapitel 10



Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Beispiel 10.10

erhilt man die Gleichungen
2 = 2(60 + Cl), 0= 2(00$0 + clml),

% = 2(cox? + c123), 0 = 2(cozd + c123).

» Dieses nichtlineare Gleichungssystem hat genau zwei Lésungen:

_%\/ga r1 = %\/g
V3, x1=-1iv3

Cop = C1 =

W= N
>
8
[=)
Il

Cop = C1 =

8
o
Il

Daraus ergibt sich

/_11 f@)yde = () =2 (35 (—3V3) + 37 (3V3))
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Interpolatorische Quadratur

GauR-Quadratur

GauR-Formeln fiir [e,d] = [—1, 1]

[Gaussformeln-01]

m ar:j Cj
0 0 1
1 1 1 1
= \/_ \1/_ 5 E8 2 5
2 sV15, 0, ¢ i8> 18’ 18
3 6 18—/30 18—+/30
5 72 ) 72
3 2 /6 18430 18++/30
7 7 5 72 ’ 72

Dahmen-Reusken

Kapitel 10




Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Stabilitat der Gaul-Quadratur

Bei der GauB-Quadratur: die Gewichte ¢; sind immer positiv.
Betrachte f mit einem festen Vorzeichen auf dem Teilintervall [c, d].
In I,,(f) = hZ;":O c;j f(x;) haben alle Summanden dasselbe
Vorzeichen und deshalb treten keine Ausléschungseffekte auf.
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Stabilitat der Gaul-Quadratur

Bei der GauB-Quadratur: die Gewichte ¢; sind immer positiv.
Betrachte f mit einem festen Vorzeichen auf dem Teilintervall [c, d].
In I,,(f) = hZ;":O c;j f(x;) haben alle Summanden dasselbe
Vorzeichen und deshalb treten keine Ausléschungseffekte auf.

Falls f ein gestérter Integrand ist, so gilt wegen Z;‘n:o c; =1,

() = Ln(H] < h 3 ¢j max |f(@;) = f(@)] < hllf = Flloo
j=0 ==
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Stabilitat der Gaul-Quadratur

Bei der GauB-Quadratur: die Gewichte ¢; sind immer positiv.
Betrachte f mit einem festen Vorzeichen auf dem Teilintervall [c, d].
In I,,(f) = hZ;":O c;j f(x;) haben alle Summanden dasselbe
Vorzeichen und deshalb treten keine Ausléschungseffekte auf.

Falls f ein gestérter Integrand ist, so gilt wegen Z;‘n:o c; =1,
-~ m -~ -~
() = Ln(H] < h 3 ¢j max |f(@;) = f(@)] < hllf = Flloo
j=0 ==

= Der Fehler in der Quadraturformel ist maximal von derselben
GroRenordnung wie der wegen der (absoluten) Kondition des Problems
unvermeidbare Fehler.

Das Quadraturverfahren ist also in diesem Sinne stabil.
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Numerische Tests

» Betrachte Quadraturformel

b
o / F() do = I(f),

wobei [a, b] in n Teilintervalle mit Lange (b — a)/n = h unterteilt
wird und auf jedem Teilintervall eine GauR— Quadratur mit
k = m + 1 Stiitzstellen angewandt wird.
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Numerische Tests

» Betrachte Quadraturformel

b
o / F() do = I(f),

wobei [a, b] in n Teilintervalle mit Lange (b — a)/n = h unterteilt
wird und auf jedem Teilintervall eine GauR— Quadratur mit
k = m + 1 Stiitzstellen angewandt wird.

» Fiir glatte Funktionen (d.h. ’f(2k)| wird nicht allzu groB, wenn k
groRer wird) wird die Genauigkeit der GauB-Quadratur im
Wesentlichen durch den Faktor Cy, , bestimmt:

. (k!)4
Ck,,h = ((2k)!)3(2k T 1) R2k+1

Wir erhalten folgende Werte . ..
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Interpolatorische Quadratur

Numerische Test

GauR-Quadratur

h=(b-a)/n| k= k= k=8
4 2.4e-01 1.5e-04 2.9e-13
2 7.4e-03 2.9e-07 2.2e-18
1 2.3e-04 5.6e-10 1.7e-23
0.5 7.2e-06 1.1e-12 1.3e-28

[NumerischeTests-02] /1 Dahmen-Reusken
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Numerische Test

h=({b-a)/n k=2 k=4 k=38
4 2.4e-01 1.5e-04 2.9e-13
2 7.4e-03 2.9e-07 2.2e-18
1 2.3e-04 5.6e-10 1.7e-23
0.5 7.2e-06 1l.1e-12 1.3e-28

» Fiir Iz, und Iy 2, wird die Anzahl der Funktionsauswertungen etwa
verdoppelt im Vergleich zu Iy, y,.
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Numerische Test

h=({b-a)/n k=2 k=4 k=38
4 2.4e-01 1.5e-04 2.9e-13
2 7.4e-03 2.9e-07 2.2e-18
1 2.3e-04 5.6e-10 1.7e-23
0.5 7.2e-06 1l.1e-12 1.3e-28

» Fiir Iz, und Iy 2, wird die Anzahl der Funktionsauswertungen etwa
verdoppelt im Vergleich zu Iy, y,.

» In obiger Tabelle kann man sehen, dass man
I — Iokyn| << T — Ii,2n|

erwarten darf.
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Numerische Test

h=({b-a)/n k=2 k=4 k=38
4 2.4e-01 1.5e-04 2.9e-13
2 7.4e-03 2.9e-07 2.2e-18
1 2.3e-04 5.6e-10 1.7e-23
0.5 7.2e-06 1l.1e-12 1.3e-28

» Fiir Iz, und Iy 2, wird die Anzahl der Funktionsauswertungen etwa
verdoppelt im Vergleich zu Iy, y,.

» In obiger Tabelle kann man sehen, dass man
I — Iokyn| << T — Ii,2n|

erwarten darf.

» In der Praxis wird daher bei der GauB-Quadratur n in der Regel klein
gewahlt, oft sogar n = 1.
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Beispiel 10.11

Gaul-Quadratur von
/2 T 1
I:/ (wcosw—l—em)dw:E—i—ef”—Z

mit [c,d] = [0,%] (d.h. n =1).

m I -
1 | 4.3690643196 | 1.22e-03
2 | 4.3813023502 | 2.86e-05
3
4

4.3812734352 2.73e-07
4.3812737083 5.18e-10
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Interpolatorische Quadratur GauR-Quadratur

Beispiel 10.11

Gaul-Quadratur von
/2 T 1
I:/ (wcosw+ea’)dw:§+e§”—2

mit [c,d] = [0,%] (d.h. n =1).

m I -
1 | 4.3690643196 | 1.22e-03
2 | 4.3813023502 | 2.86e-05
3
4

4.3812734352 2.73e-07
4.3812737083 5.18e-10

Die Genauigkeit der GauR-Quadratur mit 5 Funktionswerten (m = 4) ist
besser als die der Simpson-Regel angewandt auf n = 32 Teilintervalle (vgl.
Beispiel 10.7), wobei insgesamt 65 Funktionwerte bendtigt werden.
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Zu berechnen sei das Integral

I= /abf(a:)dm.

Die summierte Trapezformel T'(h) liefert Approximation der Ordnung h2.

[Extrapolation-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 10



Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Zu berechnen sei das Integral

b
I= / f(x) de.
a
Die summierte Trapezformel T'(h) liefert Approximation der Ordnung h2.

Ziel: Numerische Approximation an limy,_,o T'(h) = I mittels der Werte
T(h), T(h/2),T(h/4),... verbessern: Extrapolation
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Zu berechnen sei das Integral

b
I= / f(x) de.
a
Die summierte Trapezformel T'(h) liefert Approximation der Ordnung h2.

Ziel: Numerische Approximation an limy,_,o T'(h) = I mittels der Werte
T(h),T(h/2),T(h/4),... verbessern: Extrapolation

Grundlage: Asymptotische Entwicklung des Diskretisierungsfehlers:
T(h) — I = c1h®> + cah* + c3h® + .- + c,R(h),

mit R(h) = O(h?PT2). Annahme: f € C?P*2([a, b]).
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Hieraus erhalt man

T(%h) _I:C1%h2+é2h4+...+éph2p —|—O(h2p+2)’

oA 1 s,
mit & 1= ¢;j(3)*¥,j =2,...,p, also
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Hieraus erhalt man

T(%h) _I:C1%h2+é2h4+...+éph2p —|—O(h2p+2)’
mit f:j = cj(%)Zj, ,7 =2,...,p also

AT(Ih)—LiT(h)] —T=¢Eh*+ -+ &, h%P + O(h?PT2),
3 2 3 P

~

o~ 4 1 .
mit ¢; := 3&j4+1 — 3¢j+1, J =1,...,p— L
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Hieraus erhalt man

T(%h) _I:C1%h2+é2h4+...+éph2p —|—O(h2p+2)’

oA 1 s,
mit & 1= ¢;j(3)*¥,j =2,...,p, also

5T (

%h) - %T(h)] —I=¢ h*+ ...+ & h*® + O(h?PT2),
" N 1 .
mit ¢; := 3&j4+1 — 3¢j+1, J =1,...,p— L

Treiben wir diese Idee nun systematisch weiter.

Setzen dazu
Ti(h) = 3T(3h) — 3T(h).
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Es gilt
Ty(h) — I = éh* 4 & R+ ...+ @(h2p+2)’

und damit

Tl(%h)_I:61%’144-52&]16+-..+O(h2p+2),
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Es gilt
Ty(h) — I = éh* 4 & R+ ...+ @(h2p+2)’
und damit
T (%h) _I:61%h4+52éh6+-..+O(h2p+2),
und
18 (11 (3h) — I) — 35 (Tu(h) — 1)

16T (L h) =Ty (h)
= 1<215) T

=dyh® +dah® + ...+ O(h?PT2),
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Man erkennt, dass die Entwicklung des Fehlers der Quadraturformel
Ta(h) := 32Ty (3 h) — {=T1(h)

mit einem Glied der Ordnung h® beginnt.
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Man erkennt, dass die Entwicklung des Fehlers der Quadraturformel
Ta(h) := 32Ty (3 h) — {=T1(h)
mit einem Glied der Ordnung h® beginnt.

Mit dieser |dee lassen sich weitere Approximationen der Ordnung
h8,h'0, ... finden, vorausgesetzt f ist glatt genug.
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Extrapolation = Grundidee

Extrapolation und Romberg-Quadratur

Man erkennt, dass die Entwicklung des Fehlers der Quadraturformel
Ta(h) := 32Ty (3 h) — {=T1(h)
mit einem Glied der Ordnung h® beginnt.

Mit dieser |dee lassen sich weitere Approximationen der Ordnung
h8,h'0, ... finden, vorausgesetzt f ist glatt genug.

Wichtig: Es ist nicht n&tig die Werte der ¢; der Entwicklung
T(h) — I =ci1h®+cah*+c3h® + ...+ ¢, h?P + O(h?*T2)

zu kennen.
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Beispiel 10.14

Sei
/2 T 1
I=/ mcosm+ewdm=§—|—ei"—2
0

und T'(h) die zugehdrige Trapezregel.
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Beispiel 10.14

Sei

Extrapolation Romberg-Quadratur

/2 T 1
I=/ mcosm+ewdm=§—|—ei"—2
0

und T'(h) die zugehdrige Trapezregel.

Die Extrapolation angewandt auf die Trapezregel liefert:

n T(h) Ti(h) Ty (h) — I
= $T(h) — 3T(2h)

4 | 439692773

8 | 4.38523920 4.38134302 6.93e—05

16 | 4.38226833 4.38127803 4.33e—06

32 | 4.38152257 4.38127398 2.70e—07

[Beispiel-10.14-01] /2
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Beispiel 10.14

Sei
/2 T 1
I=/ mcosm+ewdm=§—|—ei"—2
0

und T'(h) die zugehdrige Trapezregel.

Die Extrapolation angewandt auf die Trapezregel liefert:
n | T(h Ty (h) T () — 1|
= $T(h) — 3T(2h)

4 4.39692773

8 4.38523920 4.38134302 6.93e—05
16 4.38226833 4.38127803 4.33e—06
32 4.38152257 4.38127398 2.70e—07

Erinnerung: |T'(h) — I| = 2.49e — 04 fiir n = 32 (Beispiel 10.2).
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Unterliegendes Prinzip

Sei
gly) =1+ c1y+ coy’ + ...+ cpy? + R(y%),
also g(h?) = T'(h) fiir h = b;—a.
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Unterliegendes Prinzip

Sei
9() =T+ 1y + ey + ... + ey + R(y?),
also g(h?) = T'(h) fir h = =2

n

Den Wert g(0) = I kann man via Polynominterpolation ann3hern.

Stiitzstellen: Fiir ein festes h = "‘Ta, yi := (27%h)2%, i = 0,1,....

Lineares Interpolationspolynom

T(3h) — T(h)

P(g|h? (3h)*)(y) = T(h) + 1p2 _ p2

(y — h?)
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Unterliegendes Prinzip

Da man I = g(0) anndhern will, extrapoliert man an der Stelle y = 0:

P(g|h?, (3h)*)(0) = T(h) + 5(T(3h) — T(h)) = T1(h)
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Unterliegendes Prinzip

Da man I = g(0) anndhern will, extrapoliert man an der Stelle y = 0:

P(g|h?, (3h)*)(0) = T(h) + 5(T(3h) — T(h)) = T1(h)

\ 9(y)
T(h)
T(3h)
Ty (h) ‘
0 5;12 h? Y
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Unterliegendes Prinzip

Die Naherung Ta(h) lasst sich wie Ty (h) ebenfalls tiber Extrapolation
erklaren:

Quadratisches Interpolationspolynom

P(g|h? (3h)% (3h)*)(0) = Tz(h)
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Unterliegendes Prinzip

Die Naherung Ta(h) lasst sich wie Ty (h) ebenfalls tiber Extrapolation
erklaren:

Quadratisches Interpolationspolynom

P(g|h? (3h)% (3h)*)(0) = Tz(h)

Auswertung an der Stelle y = 0 des quadratischen Interpolationspolynoms
der Funktion y — g(y) an den Stiitzstellen h2, (%h)2, (%h)z.

[AllgldeeExtrap-03]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 10



Extrapolation Romberg-Quadratur

Allgemeine Vorgehensweise

Sei .
el Ti,O = T(z—’i h), 1 =0,1,2,...,

wobei h eine feste Anfangsschrittweite ist.

Es soll das Interpolationspolynom P(g|h2,...,(27%h)?) vom Grad k
an der Stelle y = 0 ausgewertet werden.
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Allgemeine Vorgehensweise

Sei .
el Ti’() = T(z—z h), 1 =0,1,2,...,

wobei h eine feste Anfangsschrittweite ist.

Es soll das Interpolationspolynom P(g|h2,...,(27%h)?) vom Grad k
an der Stelle y = 0 ausgewertet werden.

Wir verwenden das Neville-Aitken-Schema zur Bestimmung von

P(g|h?,...,(27%h)?)(0) =: Trx

Neville-Aitken-Auswertung

4T 1 T1,'—1 . .
1fh 5 = 1343_11 I, 1<j<i<p.
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Romberg-Schema

Entsprechend dem Neville-Aitken-Schema ergibt sich das

Romberg-Schema

=

T(h) = Topo Tij1 =~ T;
4

T(lh) = Tip o

T(;h) = Tep

T(zh) = Tsp
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Romberg-Schema

Entsprechend dem Neville-Aitken-Schema ergibt sich das

Romberg-Schema

To,0 -1

)

N 41
T(h) = Topo Ty 0 4—1> Ty 1
T(Lh) = Tig : T o
T(;h) = Tep
T(zh) = Tsp
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Romberg-Schema

Entsprechend dem Neville-Aitken-Schema ergibt sich das

Romberg-Schema

N 4%2-1
T(h) = TO,O T2,1 — Tz,2
2
\‘ 424—1
T(%h) = Ty — Tia
N\ N\
T(ih) = T — 137 — Ts2
N
T(%h) = T30 — T3
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Romberg-Schema

Entsprechend dem Neville-Aitken-Schema ergibt sich das

Romberg-Schema

T2,2 -1

)

N 431
T(h) = TO’O T3,2 — T3’3
3
\‘ 451—1
T(%h) = Ty — Tia
N\ N
T(ih) = T — 137 — Ts2
e N N\
T(zh) = Tso — Ts1 — T2 — Tsg
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Beispiel 10.15

Sei I = f(;T/Z xrcosx + eTdxr = g + e2™ — 2, wie in Beispiel 10.2.

T;0 := T(27%h), wobei T'(-) die summierte Trapezregel ist.
Anfangsschrittweite h = %g
Romberg-Schema:

\ Ti,0 T;,1 T;,2 T;i,3
4.396927734684
4.385239200472 4.381343022401
4.382268326301 4.381278034910 4.381273702411
4.381522565173 4.381273978130 4.381273706768 4.381273707762

WN - O,
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Extrapolation Romberg-Quadratur

Beispiel 10.15

Sei I = f(;T/Z xrcosx + eTdxr = g + e2™ — 2, wie in Beispiel 10.2.

T;0 := T(27%h), wobei T'(-) die summierte Trapezregel ist.
Anfangsschrittweite h = %g
Romberg-Schema:

\ Ti,0 T;,1 T;,2 T;i,3
4.396927734684
4.385239200472 4.381343022401
4.382268326301 4.381278034910 4.381273702411
4.381522565173 4.381273978130 4.381273706768 4.381273707762

WN - O,

Fehler:

\ I — T;,51
1.57e—02
3.97e—03  6.93e—05
0.95e—04  4.33e—06  5.35e—09
2.49e—04  2.70e—07  8.22e—11  1.42e—12

WN - Ofs.

Fehlerverhalten: |I — T; j| ~ (27th)%9+2
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Integraltransformation

Integraltransformation

Eindimensionales Integral

b
/ f(z) dex.
Sei
I, = [a, b], I = [C, d] und Y: Iy — I

eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung.
Es gilt die Transformationsformel

/ F (@) | ()] dax = / f(y) dy
I Iz
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Integraltransformation

Integraltransformation

Eindimensionales Integral

/ab f(z) dex.

I, = [a, b], I = [C, d] und Y: Iy — I

eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung.
Es gilt die Transformationsformel

Sei

/ F (@) | ()] dax = / f(y) dy
I Iz

Ein interessanter Spezialfall ergibt sich, falls ¢ affin ist, d.h.

r—a b—=x
d+

¥ :[a,b] = [e,d], P(z) = b:a P

(&
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Integraltransformation

Integraltransformation

Wenn m
Qm(g; 1) = (b—a) ) cjg(z;)
=0
eine Formel zur Anndherung von

/ab g(x) dx

ist, ergibt sich die entsprechende Formel fiir das Intervall Iy = [c, d]:

. b R R
Fway = [ F@)| @) o
J Iy a

b—a

m

~ (d—c) Z c;if (¥ (z;))
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Integraltransformation

Transformation von Quadraturformeln

Also insgesamt:

Qm(g; ) = (b—a) ) cjg(x;)

7j=0
Qm(f’ I2) = (d = C) Z éjf(:f?j), mit
j=0

Tj; —a b—x;
d
b—a +b—ac

&) = @y oy — D) =
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Integraltransformation

Beispiel 10.17

GauB-Quadraturformeln werden oft fiir das Intervall [—1, 1] spezifiziert,
z.B.

1
Tin(o) = | o(e)do =2 [3g(~ 3vE) + 3o(3v3)]

1

aus Beispiel 10.10.
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Integraltransformation
Beispiel 10.17

GauB-Quadraturformeln werden oft fiir das Intervall [—1, 1] spezifiziert,
z.B.

1
Tin(o) = | o(e)do 2 [3g(~ 3vE) + o(3v3)]

1

aus Beispiel 10.10.

Die entsprechende Formel fiir [¢, d] und h := d — c lautet:

Tea () & [Fle+ G-BI) + Fe+ (3 + YD)
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Zweidimensionale Integrale Integraltransformation

Transformation eines zweidimensionalen Integrals

Wir betrachten nun die Transformation eines zweidimensionalen Integrals

//Bf(az,y)d:z:dy, B C R
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Zweidimensionale Integrale Integraltransformation

Transformation eines zweidimensionalen Integrals

Wir betrachten nun die Transformation eines zweidimensionalen Integrals

//Bf(sc,y)d:z:dy, B C R

Sei
By, B2 C R?
und
’l,b : By — By
eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung mit Jacobi-Matrix
(o) o
%(a% Y) alyl(ma Y)

J(x,y) =
6'¢2 (:B ) 8¢2(
9x 'Y Jy T, y)
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Zweidimensionale Integrale Integraltransformation

Transformation eines zweidimensionalen Integrals

Es gilt folgende Transformationsformel:

Satz 10.18

Falls detJ (x, y) # O fiir alle (z,y) € B, so gilt

J[, 1@ ) et @ ) dwdy = [[ f(.5) dzag
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Zweidimensionale Integrale Integraltransformation

Transformation eines zweidimensionalen Integrals

Es gilt folgende Transformationsformel:

Satz 10.18

Falls detJ (x, y) # O fiir alle (z,y) € B, so gilt

| 1@@w) ets@ ) azay = [[ 1@.5) dz g
Fiir den Spezialfall, v affin, ergibt sich

Y(z,y) = A<z> +b, AcR?2, detA#0, bcR?

|detA|//B1 < )—l—b)dazdy_// f(z,9)dzdy
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Zweidimensionale Integrale Integraltransformation

Zweidimensionales Integral

Mit Hilfe dieser Transformationsformel kann man, wie im eindimensionalen
Fall, eine Quadraturformel fiir einen Standardbereich (z.B. Einheitsquadrat,
Einheitsdreieck) in eine Formel fiir einen affin-dquivalenten Bereich
tiberfiihren.
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Zweidimensionale Integrale Integraltransformation

Zweidimensionales Integral

Mit Hilfe dieser Transformationsformel kann man, wie im eindimensionalen
Fall, eine Quadraturformel fiir einen Standardbereich (z.B. Einheitsquadrat,
Einheitsdreieck) in eine Formel fiir einen affin-dquivalenten Bereich
tiberfiihren.

Wichtiger Unterschied zwischen ein- und mehrdimensionaler Integration:

Zwei Intervalle [a, b] und [c, d] lassen sich stets durch affine
Transformationen aufeinander abbilden.

Hingegen ist es meistens nicht méglich, einfache Gebiete in R™ ,n > 2,
durch eine affine Transformation ineinander zu iiberfiihren.

[2dimIntegral-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 10



Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsquadrat

Gesucht ist eine numerische Naherung fiir

/01 /01 f(z,y) dx dy.
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Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsquadrat

Gesucht ist eine numerische Naherung fiir

/01 /01 f(z,y) dx dy.

F(y) ::/O f(z,y) dzx,

Sei

und
Qm(g) = ) cjg(x;) = (x) dx
g part ACT] o g

eine Quadraturformel fiir dieses eindimensionale Integral.
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Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsquadrat

Dann gilt

/OI/OIf(w,wdwdy = /OlF(y)dy
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Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsquadrat

Dann gilt

/OI/OIf(w,wdwdy = /OlF(y)dy

m
=~ Z CjF(:I)j)
§=0
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Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsquadrat

Dann gilt

/OI/OIf(w,wdwdy = /1F(y)dy

~ Z c;F(zj)

= i:: /f(a: xj) dx
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Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsquadrat

Dann gilt

/OI/OIf(w,wdwdy = /1F(y)dy

~ ZCJF(:BJ)
= Z / f(z,x;) dx
~ Z Zcz'f(wi,wj)

=0
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Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsquadrat

Dann gilt

/OI/OIf(w,wdwdy = /OlF(y)dy

m

ZCJF(:BJ)
= Z /f(a: xj) dx

¢j Zcz'f(wi,wj)

Q

Q
'Ms I

7j=0 =0
= Z C,L'ij(mi, :L‘j) =: Qq(fb)(.f)
%,j=0
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Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsdreieck

Fiir Dreiecke ist es zweckmalig, von den Monomen
2 2
17 a:, y’aj 9my’y 9 usw.

auszugehen und die Frage nach solchen Quadraturformeln zu stellen, die
alle Monome der Form x*1y*2 0 < k; + ko < M exakt integrieren.

Einige typische Beispiele:
i) QU =3f(3)
(i) Q(f) = §[£(0,0) + f(1,0) + £(0,1)]
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Zweidimensionale Integrale Zweidimensionale Quadratur

Integration iiber dem Einheitsdreieck

(i) Q) =2L[£(%,0)+£(0,1)+£(%, )]
) QU =5 [f(Ee) + 78 +1(&3)]-

Die Monome 1, x, y werden durch die Formeln in (i), (ii) exakt integriert.

Die Monome 1, x, y, xy, =2, y2 werden durch die Formeln in (iii), (iv)
exakt integriert.
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