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Einleitung

Einleitung

Skalare gewdhnliche Differentialgleichung

Gesucht wird eine Funktion y : [tg, T| — R einer (Zeit-)Variablen ¢, die
der Gleichung

y'(t) = f(t,y@t), tEto,T],
und der Anfangsbedingung
y(to) = y°
geniigen soll.

[Einleitung-01]/1
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Einleitung

Einleitung

Skalare gewdhnliche Differentialgleichung

Gesucht wird eine Funktion y : [to, T| — R einer (Zeit-)Variablen ¢, die
der Gleichung

y' ()= fty@), telto,T],
und der Anfangsbedingung
y(to) = y°
geniigen soll.

Biespiel 11.1
Gesucht wird eine Funktion y(t), t > 0, fir die

y =2ty> (t>0) und y(0)=1

gilt. Lésung: y(t) = (1 — t2)~1, t € [0,1).
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Einleitung
Allgemeine Problemstellung

System n gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung:

yi(t) = fl(ta yl(t)a ceey yn(t))

yqlm(t) = fn(tv yl(t)7 ey yn(t))a
fir t € [to, T]. Anfangsbedingung: y;(to) = v9, i=1,...,n.
Notation:

y1(t) Fi(t,y1(t), ..., yn(t)) Yy
y(t) = ) f(t7 y) = Y =
yn(t) fn(t9y1(t)9"'ayn(t)) yg
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Einleitung

Allgemeine Problemstellung

Anfangswertproblem

Gesucht y : [to, T|] — R™ so dass

y,(t) = f(t7 y(t)) 9 t e [t09T] )
y(to) = o°
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Einleitung

Allgemeine Problemstellung

Anfangswertproblem

Gesucht y : [to, T|] — R™ so dass

y,(t) - .f(t7 y(t)) , L€ [t07T] ’
y(to) = ¢°

Beispiel 11.2

Gesucht y1(t), y2(t), t > 0, fiir die
v\ _ Y1 — Y2 y1(0) _ (2
(%) B <2y1 Zoys+8sing) 20 und | Cw0y)) = 4

gilt. Losung:
yi(t)\ 2cost
y2(t))  \cost+ 2sint) "’
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Einleitung

Beispiel 11.3

R3uber-Beute-Modell von Lottka und Volterra.

Es seien y1 (t) die Beute-Population und y2(t) die Rduber-Population zum
Zeitpunkt t > 0.

Die Lottka-Volterra-Gleichung ist

Y, = c1y1(1 — diy2), y1(0) = 9?,
Yy = cay2(dayr — 1), y2(0) =y,

mit positiven Konstanten ¢y, ca,dy, ds.
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Einleitung

Beispiel 11.4

Chemische Reaktionsprozesse. Seien Sy, ..., Sy, chemische Stoffe, die
miteinander reagieren. Die i-te Reaktion wird durch

n X n
Z aiij — Z biij
Jj=1 Jj=1

beschrieben, wobei a;j, b;; die stochiometrischen Koeffizienten sind und k;
die Reaktionsgeschwindigkeitskonstante ist.

[Beispiel-11.4-01] /1
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Einleitung

Beispiel 11.4

Chemische Reaktionsprozesse. Seien Sy, ..., Sy, chemische Stoffe, die
miteinander reagieren. Die i-te Reaktion wird durch

n X n
Z aiij — Z biij
Jj=1 Jj=1

beschrieben, wobei a;j, b;; die stochiometrischen Koeffizienten sind und k;
die Reaktionsgeschwindigkeitskonstante ist.

Beispiel: chemische Pyrolyse. Das Reaktionsschema:
Sy X4 Sy + Sy
S + Sz 225 S5
S + S5 225 S,
Sy 25 S5 + S.
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Einleitung

Beispiel 11.4

Das zugehorige System gewohnlicher Differentialgleichungen:

y; = —kiy1 — ksy1ys

Yy = k1y1 — k2y2ys

Ys = k1y1 — k2y2ys — k3y1ys + kaya
yy = ksy1ys — kaya

ys = kay2ys

yg = kaya.

Anfangsbedingungen: y1(0) = 1.8 - 103, y;(0) = 0 fiiri = 2,...,86.
Die Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten

ki, =7.9-1071°, ky =1.1-10° k3 =1.1-107, k4 = 1.1 - 103.

sind von sehr unterschiedlicher GréBenordnung.
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Einleitung

Beispiel 11.5

Partielle Differentialgleichung: gesucht T'(x,t), « € [0,£],t > 0, so dass
oT o*T
=k,
ot ox?

mit Anfangswert T'(x,0) = ®(x) und

Randwerten T'(0,t) = T'(¢,t) = 0.
K > 0 eine bekannte Konstante.

t>0, x€(0,0).
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Einleitung

Beispiel 11.5

Partielle Differentialgleichung: gesucht T'(x,t), « € [0,£],t > 0, so dass
oT o*T
=k,
ot ox?

mit Anfangswert T'(x,0) = ®(x) und

Randwerten T'(0,t) = T'(¢,t) = 0.
K > 0 eine bekannte Konstante.

t>0, x€(0,0).

Diskretisierung dieses Problems mit der Linien-Methode.
Approximation

9T st
WIT@D E et hy,t) — 2T(2, ) + T(@ — hay t))
ox2 h?2

T

mit hy, = ni, und ng, € N.
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Einleitung

Beispiel 11.5

Man sucht fiir jeden Orts-Gitterpunkt ; = jhz Funktionen
yj(t)zT(mjat)’ J=12,...,n, — 1,

die das im Ort diskretisierte Naherungsproblem
/ K .
yj - ﬁ(yj—{—l_zyj"'yj—l)a J =1,...,np — 1,
xr

erfillen.
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Einleitung

Beispiel 11.5

Man sucht fiir jeden Orts-Gitterpunkt ; = jhz Funktionen
yj(t)zT(mjat)’ J=12,...,n, — 1,

die das im Ort diskretisierte Naherungsproblem
/ K .
yj - ﬁ(yj—{—l_zyj"'yj—l)a J =1,...,np — 1,
xr

erfillen. Wegen yo(t) = yn,(t) = 0 fiir t > 0, sind lediglich die
Funktionen y;, 1 < j < ng; — 1 unbekannt.

Notationen: y := (y1, Y2y yn:z:—]-)T’
®(x1)
y(0) =y := 3
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Einleitung

Beispiel 11.5

Das sich ergebende Problem:

y = f(t,y) = Ay, t>0,

y(0) = ¢°
mit

2 -1
-1 2 -1 0

K

_ . . . (ng—1)X(nz—1)
A= e S eER
10 -1 2 -1
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Einleitung

Skalare Probleme héherer Ordnung

Das mathematische Pendel

Eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

¢"(t) = = sin(e(), t=0,
mit Anfangsbedingungen

¢(0) = d)Oa ¢,(0) =0,
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Einleitung

Skalare Probleme héherer Ordnung

Das mathematische Pendel

Eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

¢"(t) = = sin(e(), t=0,
mit Anfangsbedingungen
¢(0) = ¢o, ¢,(0) =0,

Allgemeine skalare Anfangswertaufgabe m-ter Ordnung

Bestimme eine skalare Funktion y(t), so dass

y(m) = g(t7 Y, y,, ceey y(m—l)) , te€ [t07T] ’
y(to) = z0, Y'(to) =21, ..., Y™ V(to) = 2m—1.
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Reduktion eines Problems hdherer Ordnung

Reduktion auf ein System 1. Ordnung

Aufgabe:

y(m) = g(ta Y, y,a se ,y(m—l)) , tE€ [tO’T] ’
y(to) = 20, ¥'(to) =21, ..., Y™ V(to) = zm_1.
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Reduktion eines Problems hdherer Ordnung

Reduktion auf ein System 1. Ordnung

Aufgabe:

y(m) = g(ta Y, y,a se ,y(m—l)) , tE€ [tO’T] ’
y(to) = 20, ¥'(to) =21, ..., Y™ V(to) = zm_1.

Aquivalentes System von m Differentialgleichungen erster Ordnung:

y1(t) = y2(t)
yp(t) = ys(t)
: fur t € [to,T]
Y1) = ym(?)
y:n(t) = g(t7y1(t)7"'7ym(t))

mit den Anfangsbedingungen

y1(to) =20, --.5, Ym(to) = zm—1
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Reduktion eines Problems hdherer Ordnung

Beispiel 11.8

Aufgabe:

y/// — _2yll + y/ + y2 _ et, t e [0, T],
mit den Anfangsbedingungen

y(0) =1, ¢'(0)=0, y”(0)=0.
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Reduktion eines Problems hdherer Ordnung

Beispiel 11.8

Aufgabe:
y//l — _2y// + y/ + y2 _ et, t e [0, T],
mit den Anfangsbedingungen
y(0) =1, y'(0)=0, y"(0)=0.
Neue Variablen
y1(t) :=y(t), wy2(t) :=9'(t), ys(t):=y" ().

Das dquivalente System erster Ordnung

yi Y2
yé = Y3 , te [OaT]’
A —2y3 + y2 + y2 — €

mit den Anfangsbedingungen

(¥1(0), y2(0), y3(0)) = (1,0,0).

[Beispiel-11.8]/2
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Theoretische Grundlagen

Satz von Picard-Lindelof

Satz 11.10

Es seien T' > to, U eine Umgebung des Anfangsvektors y° € R™, und
f: [to, T] X U — R™ eine Funktion, fiir die Folgendes gilt:

> f ist stetig in (¢t,y) auf [to, T] X U.
» f ist Lipschitz-stetig in y, D.h., es existiert eine Konstante L, so dass

1£ (& y) — £(t2)|| < Llly — 2| firalle t € [to, T], y,z €U

(wobei || - || eine beliebige feste Norm auf R™ ist).

Dann existiert eine eindeutige Lésung y in einer Umgebung von to (die von
T und L abhingt).

[Picard-Lindeloef]
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Theoretische Grundlagen

Empfindlichkeit bzgl. Stérung in Anfangsdaten

Satz 11.12

Die Funktion f sei Lipschitz-stetig in y (bzgl. einer Umgebung U von
y9, 2% € R™). Es seien y(t), z(t) Losungen des Anfangswertproblems
beziiglich der Anfangsdaten 42, 20 € R™.

Dann gilt fiir alle ¢ aus einer Umgebung von t¢ die Abschatzung

ly(t) — 2(@)|| < eFlt=tel 0 — 20|

[Kondition] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Theoretische Grundlagen

Empfindlichkeit bzgl. Stérung in Anfangsdaten

Satz 11.12

Die Funktion f sei Lipschitz-stetig in y (bzgl. einer Umgebung U von
y9, 2% € R™). Es seien y(t), z(t) Losungen des Anfangswertproblems
beziiglich der Anfangsdaten 42, 20 € R™.

Dann gilt fiir alle ¢ aus einer Umgebung von t¢ die Abschatzung

ly(t) — 2(@)|| < eFlt=tel 0 — 20|

=>: unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindeldf hdngt die
(lokal) eindeutige Lésung stetig von den Anfangsbedingungen ab.

[Kondition] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Theoretische Grundlagen

Beispiel 11.13

Die skalaren Probleme (n = 1)

y' = Ly, y(to) = ,yO, 2’ = Lz, z(to) = ZO’ mit L > 0.

Losungen fiir t > to:
y(t) — yOeL|t—t0|’ z(t) — zOeL|t—to|.

Wegen f(t,y) — f(t,z) = L(y — z) ist die Lipschitzkonstante genau L.

[Beispiel-11.13]/1
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Theoretische Grundlagen

Beispiel 11.13

Die skalaren Probleme (n = 1)
y' =Ly, y(to)=y° 2 =Lz, =z(t)=2° mit L>0.
Losungen fiir t > to:
y(t) = ylellt=tol 5(¢) = 20¢Llt—tol,
Wegen f(t,y) — f(t,z) = L(y — z) ist die Lipschitzkonstante genau L.

y(t) — z(t) = etPPol(y0 — 20)
ly(t) — z(t)| _ elli=tol |y0 — 20 |30 — 20|
ly(?)] |y0| eLlt—tol ly°|

[Beispiel-11.13]/2
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Theoretische Grundlagen

Beispiel 11.13

Die skalaren Probleme (n = 1)
y' =Ly, y(to)=y° 2 =Lz, =z(t)=2° mit L>0.
Losungen fiir t > to:
y(t) = ylellt=tol 5(¢) = 20¢Llt—tol,
Wegen f(t,y) — f(t,z) = L(y — z) ist die Lipschitzkonstante genau L.

y(t) — z(t) = etPPol(y0 — 20)
ly(t) — z(t)| _ elli=tol |y0 — 20 |30 — 20|
ly(?)] |y0| eLlt—tol ly°|

In diesem Beispiel ist die relative Kondition fiir alle Werte von y° und L
gut, wahrend die absolute Kondition fiir L > 1 schlecht ist.

[Beispiel-11.13]/3
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Theoretische Grundlagen

Darstellung als Integralgleichung

Bemerkung 11.14

Die Funktion y I6st die Differentialgleichung ¢’ (t) = f(¢t, y(t)),
t € [to, T)], y(to) = y° genau dann, wenn sie die Integralgleichung

y(t) = 3° + / F(s,u(s)) ds, t€ [to, T],

[5st.

Beachte: Falls f eine Vektorfunktion ist, wird bei [ f ds jede Komponente
von f integriert.

[Integraldarstellung] Dahmen-Reusken Kapitel 11




Theoretische Grundlagen

Gronwall-Lemma

Beobachtng:
t . )
v(t)=C +/ u(s)v(s)ds =— wv(t) = Celio ¥(5) ds
to

Ungleichungs-Analogon:

Gronwall-Lemma 11.15

Fiir jedes C' > 0 und beliebiges stiickweise stetiges v(t) > 0, u(t) > 0
fiir t > tg, impliziert

e+ [ “u(s)v(s)ds, > to,

die Ungleichung
t
v(t) < Celo ™D ¢ >

[Gronwall-Lemmal] Dahmen-Reusken Kapitel 11



Einfache Einschrittverfahren

Einfache Einschrittverfahren

Das Euler-Verfahren:
y' = y° + hf(to, y°)

to to+h to + 2h

[einfacheESV-01] Dahmen-Reusken Kapitel 11



Einfache Einschrittverfahren

Herleitungsprinzip

Sei (tj,y7) € R? gegeben.
Wir nehmen diese Daten als (kiinstliche) Anfangsbedingung:

gl = f(ta:g) fir t € [tj’T]’ g(tj) = yj-

Die Lésung 4 ist auch Ldsung der Integralgleichung
) t
90 =y + [ f.0()ds, te [t
tj

Insbesondere gilt fiir t = t; 14 > t;:

; ti+1
g(tjr1) =y’ + /t f(s,9(s))ds.

[einfacheESV-02] Dahmen-Reusken Kapitel 11




Einfache Einschrittverfahren

Herleitungsprinzip

Quadratur zur Approximation des Integrals. Z.B. Rechteckregel:

. tita1 . tita . .
g(tj+1)=yf+/t f(s,ﬂ(s))ds%y“r/t F(tj,y7) ds =: yo

[einfacheESV-03]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Einfache Einschrittverfahren

Herleitungsprinzip

Quadratur zur Approximation des Integrals. Z.B. Rechteckregel:

_ . tjt1 _ . ti+1 . i1

Bt =v'+ [ feae)dsmyi+ [ £ty ds = gt
tj tj

Oder mit der Mittelpunktsregel

tj+1 h
/t g(s)ds = hg(tj + 5)

J

Der Wert n 5 n
9(ti+5) = Fti + 5.9t + 3))

ist nicht bekannt. Diesen Wert kann man aber durch f(tj + %,yj+%) mit
yj"‘% =yl 4 %f(tj,yj) annihern.

[einfacheESV-03]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Einfache Einschrittverfahren

Einfache Einschrittverfahren

Verbessertes Euler-Verfahren

Gegeben: Schrittweite h = % n €N. Firj=0,...,n—1:
tivi=t; +h
L . h .
v =y + D f(t,y)

1

. . h .
y3+1 — yy + hf(tj + E,yﬁ-i)

[einfacheESV-04]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Einfache Einschrittverfahren

Einfache Einschrittverfahren

Verbessertes Euler-Verfahren

Gegeben: Schrittweite h = %, n €N. Firj=0,...,n—1:
titi =1t +h
. . h .
v =y + D f(t,y)

. . h ., 1
y3+1:y7+hf(tj+§,y’+2)

Trapezmethode (implizit!)

Gegeben: Schrittweite h = % n €N. Firj=0,...,n—1:
tivi = tj+h

. . h ; g
Yyt = yJ+E(f(tj,y”)+f(tj+1,y3+1))

[einfacheESV-04]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Einfache Einschrittverfahren

Beispiel 11.21

y,(t) = y(t) — 2sint, te€ [074]7
y(0) = L
Losung: y(t) = sint + cost
» Euler-Verfahren:

v = o+ hft, )
= vy +h(y’ —2sint;) = (1 4+ h)y’ — 2hsint;
> Verbessertes Euler-Verfahren:
Yt = i L hf(t + ;"ijr;)
= o+ Ry = 2singt; £ o))

1 ) h
= (14+h+ Ehz)yJ — 2hsin(t; + 5) — h?sint;.

[Beispiel-11.21-01] Dahmen-Reusken Kapitel 11



Einfache Einschrittverfahren

Beispiel 11.21

» Trapezmethode:
j+1 i b i J+1
y = v+ St y) + ftitn ™)
he o h o .
= (1+ E)yJ + Eyﬂ — h(sint; + sint;41).

In diesem einfachen Fall kann man die implizite Gleichung fiir 911 in
eine explizite umschreiben:

i _1t3 ; :
Yyt = syl — | - (sint; +sintjiq).
) )

[Beispiel-11.21-02] Dahmen-Reusken Kapitel 11



Beispiel 11.21

Einfache Einschrittverfahren

Euler-Verfahren

1/h 2/h 4/h
h ly*/P — y(1)| ly2/P — y(2)] ly*/" — y(4)]
2—4 0.0647 0.2271 1.5101
2—5 0.0332 0.1176 0.8063
2—6 0.0168 0.0599 0.4170
2—7 0.0085 0.0302 0.2121
Verbessertes Euler-Verfahren
1/h 2/h 4/h
h ly™/ " — y()| ly2/" — y(2)| ly*/ " — y(@)|
2—1% 0.001155 0.003824 0.025969
2—5 0.000294 0.000973 0.006606
2—6 0.000074 0.000245 0.001665
2—7 0.000019 0.000062 0.000418
Trapezmethode

h ly™/" — y(1)| ly2/ " — y(2)| ly*/ " — y(@)|
2—1% 0.0002739 0.0002956 0.0002493
2—5 0.0000685 0.0000740 0.0000618
2—6 0.0000171 0.0000185 0.0000154
2—7 0.0000043 0.0000046 0.0000039

Reusken
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Einfache Einschrittverfahren

Beispiel 11.22

(14) = (o 20 2ie) €200 (20) = (0)

() = (L2t

[Beispiel-11.22-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Einfache Einschrittverfahren

Beispiel 11.22

() = (o S ane) €200 (20) = ()

y2(0)
() = (L2t

Verbessertes Euler-Verfahren

it3 A 1,9 _ o
Y1 L — ¥ + = . 2¥1 Y2
gt v5) 2 \2y] — 2y3 + 3sin(jh)
+1 j ity dts
vt v 31 C— Yy
j+1 i I P Sy ! 1
v Y2 2y; 7 —2y; * +3sin((j + 3)h)

[Beispiel-11.22-01] /2 Dahmen-Reusken
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Einfache Einschrittverfahren

Beispiel 11.22

Fehler:
ly™ — y(T)|loo := max{|yy — y1(T)|, |y — y2(T)|}
Resultate:

h ly*/" — y(1)]loo ly*/" — y(2)]l0o ly*™ — y(4)loo
2—4 0.000749 0.002048 0.001140
2-5 0.000188 0.000507 0.000289
2—6 0.000047 0.000126 0.000073
27 0.000012 0.000031 0.000018
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Allgemeine Einschrittverfahren

Allgemeine Einschrittverfahren

Allgemeine Form:

\Ilf(tja yj’hj) - yj)

yj+1=‘1’f(tj,yj,hj)=’yj+hj( .
J

= yj + hj‘f[)f (tj,yj,hj).

[Einschrittverfahren-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Allgemeine Einschrittverfahren

Allgemeine Einschrittverfahren

Allgemeine Form:

. . . Ue(tj,yl, h;) — oy
y’+1=‘1’f(tj,y7,hj)=y’+hj( f(”yh’ L y)
i

= yj + h;j®s (tj,yj, hj).
Beachte: Bei impliziten Verfahren wird ® ¢ nicht durch eine explizite

Funktion beschrieben, sondern steht fiir eine Vorschrift, deren Ausfiihrung
die Lésung von Gleichungssystemen verlangt.

[Einschrittverfahren-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 11




Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Globaler Fehler

Der globale Diskretisierungsfehler:
en(t;) :=y(t;) —yn(t;), 5 =0,...,n.

llenlloo := jmax llen ()l

[Einschrittverfahren-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Globaler Fehler

Der globale Diskretisierungsfehler:
eh(tj) = y(tj) - yh(tj)7 .7 =0,...,mn
lenlloo := max len(t;)]

Konvergenzordnung

Ein Verfahren heillt konvergent von der Ordnung p € N, falls
lerllc = O(RP), h — 0,

gilt.

[Einschrittverfahren-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Lokaler Abbruchfehler und Konsistenz

Lokaler Abbruchfehler
Es sei y(t;tqa, y®) die Losung des Problems

y/(t) = f(tv y)v t e [taa ta + h]a y(ta) =y,
und
yh(ta + h'; ta, ya) - ‘Ilf(t(n ya’ h) - ya + h(I)f(ta’ ya, h)

das Resultat, das das ESV nach einem Schritt zum Startwert (¢4, y®)
liefert. Dann heilt die Differenz der Werte

O0(ta,y* h) = y(ta + hsta, y*) — yn(ta + hsta, y)

der lokale Abbruchfehler (im Intervall [tq, tq + h]).
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Lokaler Abbruchfehler und Konsistenz

Lokaler Abbruchfehler §(tq,y®, h) im skalaren Fall:

y(t)

y(t; ta, y®)

}5(ta,y“,h)

yh(ta + h; t, ya)

tO ta tu, + h
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Lokaler Abbruchfehler und Konsistenz

Wichtige Spezialfille:
> (ta,y®) = (t5,y(t;)). Also

8in = 6(tj, y(t;), h) = y(ti+13t5, y(t5)) — yn((Eir13 ti, y(t;))
=y(tj+1) —y(t;) — h®ys (L5, y(t;), h)
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Lokaler Abbruchfehler und Konsistenz

Wichtige Spezialfille:
> (ta,y®) = (t5,y(t;)). Also

8in = 6(tj, y(t;), h) = y(ti+13t5, y(t5)) — yn((Eir13 ti, y(t;))
=y(tj+1) —y(t;) — h®yr (L5, y(t;), h)

> (tg,y?) = (tj,yj). Also
Sin = O(tj, 7, h) = y(tjr1;ty,y?) —yo !
= y(tjr13t5,y’) —y’ — h®s(tj,y’, h)
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Lokaler Abbruchfehler und Konsistenz

Lokale Abbruchfehler é; p, Sj,h, im skalaren Fall:
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Konsistenzfehler

Konsistenzfehler

O(ta,y* h)  y(ta + hita,y*) — yn(ta + hita, y*)

T(taa yaah) = h h
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Konsistenzfehler

Konsistenzfehler

5(tas y* h) _ y(ta + hita, y*) — yn(ta + hita, y*)

T(taa Yy, h) =

h h

Konsistenzordnung

Ein ESV heift konsistent von der Ordnung p € N (oder hat
Konsistenzordnung p), falls

|7 (ta, y*, h)|| < Ch? = O(hP), h — 0,

fir alle Punkte (¢4, y®) in einer Umgebung des Lésungsgraphen
{(t,y(t)) |t € [to, T]} gilt. Die Konstante C' in dem O-Term soll dabei
unabhingig von (4, y®) (aus dieser Umgebung) sein.
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Bestimmung der Konsistenzordnung

Fiir explizite Einschrittverfahren gibt es eine allgemeine Strategie die man
iiber eine Taylorentwicklung herleiten kann.
Wir betrachten ein explizites Einschrittverfahren

Yyt =yl + by (tja’yjahj>

Sei (tq,y*) aus einer Umgebung des Losungsgraphen und
y(t) = y(t;ta, y*) die exakte Losung zu diesen Anfangsdaten.
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Bestimmung der Konsistenzordnung

Fiir explizite Einschrittverfahren gibt es eine allgemeine Strategie die man
iiber eine Taylorentwicklung herleiten kann.
Wir betrachten ein explizites Einschrittverfahren

Yyt =yl + by (tja’yjahj>

Sei (tq,y*) aus einer Umgebung des Losungsgraphen und
y(t) = y(t;ta, y*) die exakte Losung zu diesen Anfangsdaten.

Das Einschrittverfahren hat die Konsistenzordnung (mindestens) p > 1,
falls

& _ - . .
ﬁf(t’ y(t))lt:ta - (.7 + ]-)q)‘(f?)(taay 70)5 1J=0,...,p—1,

gilt.
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Beispiel 11.25

Das verbesserte Euler-Verfahren hat die Verfahrensvorschrift

h h
B(h) = @f(ta,y™ h) = f(ta + 5.y + S F(tary)-

Mit Hilfe der Kettenregel erhilt man
(I’(O) = f(ttu ya)’

oy = YO ey 1OF L G a
@ (0) ~ 20t (taay )+ 2ay(taay )f(taay )
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Beispiel 11.25

Das verbesserte Euler-Verfahren hat die Verfahrensvorschrift

h h
B(h) = @f(ta,y™ h) = f(ta + 5.y + S F(tary)-
Mit Hilfe der Kettenregel erhilt man

(I’(O) = f(ttu ya)’
10 10
B(0) = 5 oyt ) 5 o0 (0o ) ().
Ebenso folgt

d 0 o
IOt = () + P (tary) ).

Hieraus folgt: die Konsistenzbedingungen sind fiir p = 2 erfiillt.
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Hauptsatz Konsistenz—Konvergenz

Satz 11.27: Zusammenhang Konsistenz—Konvergenz
Falls f(t,y) und ®@£(t,y, h) je eine Lipschitzbedingung bzgl. y erfiillen,
so gilt fiir das ESV
_ n—1
lenlloo = max |ly(t;) — 7| < e"T7%) N " |15;l,
j=1,...,m —

wobei L die Lipschitzkonstante fiir die Verfahrensvorschrift @ ist.
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Hauptsatz Konsistenz—Konvergenz

Satz 11.27: Zusammenhang Konsistenz—Konvergenz

Falls f(t,y) und ®@£(t,y, h) je eine Lipschitzbedingung bzgl. y erfiillen,
so gilt fiir das ESV

n—1
lenlloo = max |ly(t;) — 7| < TN " |15, 4]l
j=1,...,m £
=0
wobei L die Lipschitzkonstante fiir die Verfahrensvorschrift @ ist.
Falls das ESV Konsistenzordnung p hat, folgt daraus fiir den globalen
Diskretisierungsfehler ep:

hlloo > - - i,h
lenlloo < (T = to)e® =1 max |7l < ehP.
1=0,...,n

[Einschrittverfahren-09]/2
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Hauptsatz Konsistenz—Konvergenz

Satz 11.27: Zusammenhang Konsistenz—Konvergenz

Falls f(t,y) und ®@£(t,y, h) je eine Lipschitzbedingung bzgl. y erfiillen,
so gilt fiir das ESV

n—1
lenlloo = max |[ly(t;) — 7| < T |5 ll,
j=1,...,m £
=0
wobei L die Lipschitzkonstante fiir die Verfahrensvorschrift @ ist.
Falls das ESV Konsistenzordnung p hat, folgt daraus fiir den globalen
Diskretisierungsfehler ep:

hlloo > - - i,h
lenlloo < (T = to)e® =1 max |7l < ehP.
1=0,...,n

Kompakte Formulierung dieses Resultats:
Konsistenz der Ordnung p = Konvergenz der Ordnung p.

[Einschrittverfahren-09]/3
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Beispiel 11.28

y'(t) = Ay(t) +g(t), te€lo,T]
y(0) = ¢°,
X # 0 eine Konstante und g € C*([0, T]) eine bekannte Funktion.

Das entsprechende Euler-Verfahren:

Yt =yl + b (A + (1)) -
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Beispiel 11.28

y'(t) = Ay(t) +g(t), te0,T],
y(0) = 3°,

X # 0 eine Konstante und g € C*([0, T]) eine bekannte Funktion.
Das entsprechende Euler-Verfahren:

Yt =yl + b (A + (1)) -
Fiir den lokalen Abbruchfehler gilt

djn = y(ti+1) — y(t;) — hf (i, y(t;)),
und damit

y(tjs1) = y(t;) + h Ay(t;) + g(t;)) + 8;.n-
Fiir den globalen Diskretisierungsfehler ep (t;) := y(t;) — Y
en(tj+1) = (1 + hX)en(t;) + djn
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Beispiel 11.28

Daraus folgt

en(t1) = (1+ hA)en(to) + do,n = do,n

en(t2) = (A1 + hX)en(t1) +d1,n = (1 + hA)do,n + 01,0
n—1 )

en(tn) = Z (1 + hA)’dn_l_i,h.
i=0
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Allgemeine Einschrittverfahren Fehlerbetrachtungen

Beispiel 11.28

Daraus folgt

en(t1) = (1+ hA)en(to) + do,n = do,n

en(t2) = (A1 + hX)en(t1) +d1,n = (1 + hA)do,n + 01,0
n—1 )

en(tn) = Y (L4 hX)bn_1_in.
i=0

Also, wegen |1 + h)\|'i < eTIAl

n—1
len(tn)| < D114 hA* |6n_1—i,nl
1=0
n—1
< eTIM Z ch? = eTMpch? = eTMeTh =: Mh.
1=0
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Einschrittverfahren

Herleitungsprinzip: Man sucht eine Quadratur-Formel der Form

tjt1 m
[ Heeds = h Y- ks,
t =1

J

wobei «; geeignete Gewichte sind und

ki:f(si’gi)a i:]-a""m,

entsprechende f-Auswertungen sind.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Einschrittverfahren

Herleitungsprinzip: Man sucht eine Quadratur-Formel der Form

tjt1 m
[ Heeds = h Y- ks,
=1

tj
wobei «; geeignete Gewichte sind und
ki:f(si’gi)a t=1,...,m,

entsprechende f-Auswertungen sind.
Dies fiihrt zu den m-stufigen RK-Verfahren der Form

m
Y=y +h> ki j=0,...,n—1
=1
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Einschrittverfahren

Herleitungsprinzip: Man sucht eine Quadratur-Formel der Form
tjt1 m
[ Heeds = h Y- ks,
t; i=1

wobei «; geeignete Gewichte sind und

ki:f(si’gi)’ i:]-a"'am,

entsprechende f-Auswertungen sind.
Dies fiihrt zu den m-stufigen RK-Verfahren der Form

m
Y=y +h) ki, j=0,...,n—1.
i=1
Man konstruiert die “Hilfsrichtungen” k; so, dass eine moglichst hohe
Konsistenzordnung p erreicht wird.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren

Gegeben: Schrittweiten (hj)o<j<n—1 mit Z;‘:_(} h; =T —t,.
Berechne fiir j = 0,...,n — 1:

tiy1 =1t; +h (h = hj)

ky = F(ts, o)

h j h
ke = f(tj+5,y +5k1)

h . h
kng(tj—|—§,y +§k2)
ks = f(t; + h,y’ + hks)

. . h
Yyttt =7 4 6 (K1 + 2k2 + 2k3 + ka) -
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren

a =
h
b = a + Ek]_
oy h
c = b + §k2
d + hk
= c —
3 3
h ,
— _ — 11
tj t+4 tj+1 e = d+ 6k4 Y
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Beispiel 11.33

y' =y, y(to) =y Losung: y(t) = yert—to),

Klassisches RK-Verfahren mit 7 = y(t;):

: h
ki = ij = )\y(tj), ko = ()\ —+ EAz)y(tj),
h h?
ks = = A+ A%+ A)y(t),
h? h3
ks = (A+hX+ ?A:" + Zx*)y(tj),

also

2 3 4
(hA? | (nN)* (hA)

I+l — (1 + h
y (++2 5

Ju(t;)
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Beispiel 11.33

Es gilt
Y(tj41) =yl laimio) = eAhy(t))

—1—|—)\h—|—( h)? ..=§:

Damit erhilt man fiir den lokalen Abbruchfehler 6; 5, = y(tj+1) — y? 11

(AR (AR
5! 6! +

din = y(t;) ( ) = O(h®).
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Beispiel 11.33

Es gilt
Y(tj41) =yl laimio) = eAhy(t))

—1—|—)\h—|—( h)? ..=§:

Damit erhilt man fiir den lokalen Abbruchfehler 6; 5, = y(tj+1) — y? 11

Sin = y(t;) ((A:) (/\:!) +> — o).

Das klassische RK-Verfahren hat in diesem Beispiel eine Konsistenzordnung
p=4.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Allgemeine m-stufige Runge-Kutta-Verfahren

Gegeben: Gewichte o, v;, 1 <7 <mund B; ¢, 1 < 4,4 < m;
Schrittweiten (hj)o<j<n—1 mit Z?:_()l hj =T —to.
Berechne fiir j = 0,...,n — 1:

tit1 =1t +h (h:= h;)

m
k; = f(tj +mh,yj +hz,3i,zkz), i=1,...,m,
=1

m
Y =y + D ke
£=1
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Allgemeine m-stufige Runge-Kutta-Verfahren

Gegeben: Gewichte o, v;, 1 <7 <mund B; ¢, 1 < 4,4 < m;
Schrittweiten (hj)o<j<n—1 mit Z?:_()l hj =T —to.
Berechne fiir j = 0,...,n — 1:

tit1 =1t +h (h:= h;)

m
ki = f(tj + c:h,y’ —I—hZﬁi,zkz), t=1,...,m,
£=1

m
Y =y + D ke
£=1

Da die k; in der Regel von allen iibrigen kg, £ = 1,...,m, abhingen, ist
die Gleichung fiir k; als nichtlineares Gleichungssystem zu verstehen.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Allgemeine m-stufige Runge-Kutta-Verfahren

Ublicherweise ordnet man die Gewichte in einem Butcher-Tableau an:

ay | B o Bim
a2 ,32,1 ﬂz,m

Am ﬁm,l Bm,m
’Yl o o o ’ym
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Allgemeine m-stufige Runge-Kutta-Verfahren

Ublicherweise ordnet man die Gewichte in einem Butcher-Tableau an:

ay | B o Bim
a2 ,32,1 ﬂz,m

Am ﬁm,l Bm,m
’Yl o o o ’ym

Die Gewichte werden so gewahlt, dass das Verfahren eine moglichst hohe
Konsistenzordnung hat.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Das Verfahren ist explizit falls die k; nur von k1, ..., k;_1 abhangen:

Big=0, £=1,1+1,...,m.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Das Verfahren ist explizit falls die k; nur von k1, ..., k;_1 abhangen:

Big=0, £=1,1+1,...,m.

Das entsprechende Butcher-Tableau sieht dann folgendermalen aus:

(03]
(s %)}

B2,1
B31 P32

ﬁm,l cc T ﬁm,m—l

[RK-06]/2

’Yl ’72 o0 LIRS "Ym
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Das verbesserte Euler-Verfahren: m = 2

= O
O | NI

Dahmen-Reusken Kapitel 11
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Das verbesserte Euler-Verfahren: m = 2

0
1| 1
2 2
01
Das klassische RK-Verfahren: m = 4
0
1] 1
2| 2
1 1
210 32
1/ 0 0 1
101 1 1
6 3 3 6
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren: RKF45

0

1|1

a 1

3| 3 9

8 32 32

12 | 1932 —7200 7296

13 | 2197 2197 2197

1 | 439 _8 3680  —845
216 513 4104

1 8 3544 1859 11 .

2 | T27 2 T 2565 4104 40 nur bei RK5
25 1408 2197 1 b

(a) | 316 0 2565 4104 5 i bei RK4
16 6656 28561 9 2 o bt

(b) | 135 0 12825 56430 50 55 Vi bei RK5
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren: RKF45

Dieses Verfahren ist fiir Fehlerschatzung gut geeignet.
RK-Verfahren der Ordnung 4 :

5
Yt =yl + b ke

=1
Mit nur einer zusatzlichen Funktionsauswertung kann man den neuen Wert
6
P =y +h> Feke
=1

mit RKF5 (der Ordnung 5) berechnen.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren: RKF45

Dieses Verfahren ist fiir Fehlerschatzung gut geeignet.
RK-Verfahren der Ordnung 4 :

5
Yt =yl + b ke

=1
Mit nur einer zusatzlichen Funktionsauswertung kann man den neuen Wert
6
P =y +h> Feke
=1

mit RKF5 (der Ordnung 5) berechnen.
Schitzung des lokalen Abbruchfehlers:

Sih = y(tjy1ity,y’) —y/ T = gt — gt

(y(t;tj,y?): Losung des Problems y'(t) = f(t,v), y(t;) = )
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Stetige Runge-Kutta-Verfahren

Ziel: Berechnung Anniherungswerte y7 (t), ti1 <t<t.
Grundstruktur der Verfahren:

y(tj +6h) =yt =y + h > v(0)ke, 6 € [0,1].
£=1
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Stetige Runge-Kutta-Verfahren

Ziel: Berechnung Anniherungswerte y7 (t), ti1 <t<t.
Grundstruktur der Verfahren:

y(tj +6h) =yt =y + h > v(0)ke, 6 € [0,1].
=1
Die Richtungen k; werden durch @-unabhingige Gleichungen bestimmt:
i—1

ki = f(t; + csh,y? + B Bigke), i=1,...,m.
£=1
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Stetige Runge-Kutta-Verfahren

Ziel: Berechnung Anniherungswerte y7 (t), ti1 <t<t.
Grundstruktur der Verfahren:

y(tj +6h) =yt =y + h > v(0)ke, 6 € [0,1].
£=1

Die Richtungen k; werden durch @-unabhingige Gleichungen bestimmt:

i—1
ki = f(t; + csh,y? + B Bigke), i=1,...,m.
o =1
(85} 52,1
Das Butcher-Tableau: ﬁ?’l Bs.2
Qm /Gm,l te te ﬁm,m—l
71(0) Y2(0) --- oo Ym(0)
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Beispiel 11.37

Das 3-stufige RK-Verfahren von Heun (links) hat Konsistenzordnung 3.

Dieses Verfahren hat eine stetige Erweiterung mit Konsistenzordnung 2
gleichmaRig in 6 € [0, 1].

0 0
1] 1 1] 1 71(0) =156% — 2367
3 3 3 3
2 2 2 2 v2(0) :=360%(1 — 0)
5| 0 3 3 0 3 32
v3(0) = 20 (260 —1)
: 03 11(0) 72(8) ~3(0)
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Analyse expliziter RK-Verfahren

Stabilitatsfunktion

Fiir ein explizites m-stufiges RK-Verfahren angewandt auf

Y =Xy, te€l[to,T], y(to) =1y°,
ergibt sich die Rekursion (mit ggf. h = h;)
yj+1:g()‘h)yj7 j=0,1,...,n—1,

wobei g(z) ein Polynom vom Grade hochstens m ist.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Analyse expliziter RK-Verfahren

Stabilitatsfunktion

Fiir ein explizites m-stufiges RK-Verfahren angewandt auf

Y =Xy, te€l[to,T], y(to) =1y°,
ergibt sich die Rekursion (mit ggf. h = h;)
yj+1:g()‘h)yj7 j=0,1,...,n—1,

wobei g(z) ein Polynom vom Grade hochstens m ist.

Das Polynom g wird die Stabilitatsfunktion des Verfahrens genannt.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Analyse expliziter RK-Verfahren

Konsistenzordnung

Die Konsistenzordnung eines m-stufigen expliziten RK-Verfahrens ist
hochstens p < m.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Analyse expliziter RK-Verfahren

Konsistenzordnung

Die Konsistenzordnung eines m-stufigen expliziten RK-Verfahrens ist
hochstens p < m.

Einige hochstmoglich erreichbare Ordnungen p(m):

7|8
| 6] 6| <m-—2]|

4 | 5
3 4] 4

2 6
2 5
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Analyse expliziter RK-Verfahren

Konsistenzordnung

Die Konsistenzordnung eines m-stufigen expliziten RK-Verfahrens ist
hochstens p < m.

Einige hochstmoglich erreichbare Ordnungen p(m):

1] 2 4 51 6] 7 |8
lp(m) | 1] 2| 3| 4| 45| 6|6 | <m-—2]|

Konvergenz

Falls f(t,y) eine Lipschitzbedingung bzgl. y erfiillt, so geniigt auch die
Verfahrensvorschrift ®¢(t,y, h) = > i~ viki(t,y, h) eines m-stufigen
expliziten RK-Verfahrens einer Lipschitzbedingung bzgl. y.

Das Verfahren konvergiert dann mit der Konsistenzordnung.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Implizite RK-Verfahren

Satz 11.41: Konsistenzordnung

Die Funktion f erfiille eine Lipschitzbedingung bzgl. y. Wahlt man zu
paarweise verschiedenen a; € [0,1], ¢ = 1,...,m, die Parameter
vi # 0, B4 1 < 1,5 < m, sodass fiir r > m + 1 die Bedingungen

= 1
k—
§ Vi, 1:*, k=1,...,r,
‘ k
=1

sowie

m
> Bisal Tt = 1<j,k<m,
=1

gelten, dann hat das zugehorige RK-Verfahren Konsistenzordnung p = .
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

RK-GauB-Verfahren

Die Bedingungen
- 1
k—
Z'ﬁai =2 k=1,...,r
, k
=1
gelten, genau dann wenn die Quadraturformel
m 1
Z’yig(ai) z/ g(s)ds
=1 0

exakt vom Grade » — 1 ist.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

RK-GauB-Verfahren

Die Bedingungen
- 1
k—
E Vi, 1:—, k=1,...,r,
, k
=1

gelten, genau dann wenn die Quadraturformel
m 1
Z’yig(ai) z/ g(s)ds
=1 0

exakt vom Grade » — 1 ist.

Konstruktion: man wiahlt die Stiitzstellen «; und Gewichte ~; wie in einer
Gaul-Quadraturformel.

Die Koeffizienten (8j,:)1<j,i<m Werden durch die weiteren Bedingungen
eindeutig festgelegt.

Die resultierenden Verfahren sind die Runge-Kutta-GauB-Verfahren.

Diese haben die Konsistenzordnung 2m, welche die maximale ist.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Beispiel 11.42

Die RK-GauB-Verfahren fiir m = 1 (mit Konsistenzordnung 2) und
m = 2 (mit Konsistenzordnung 4) sind gegeben durch:

1_ V3 1 1_ V3
1 1 2 6 4 4 6
2] 2 1, V3] 1, 3 1
2 t% |2t 1
1
1 1
2 2
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Stabilitatsfunktion impliziter RK-Gaul-Verfahren

Bezeichnungen:

k = (kl,...,km)T, v = (’)/1,...,’ym)T
1:

B = (161,_7)137,,]5171,, == (1, ceey 1)T.

Fiir ein implizites RK-Verfahren angewandt auf
yl =Ay, te€ [th T]a y(tO) = yO,

gilt . . ,
Yyt = (1 +hXyT(I — hAB) 1)y’ =: g(hA)y’.
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Stabilitatsfunktion impliziter RK-Gaul-Verfahren

Bezeichnungen:

k = (kl,...,km)T, v = (’)/1,...,’ym)T
1:

B = (161,_7)137,,]5171,, == (1, ceey 1)T.

Fiir ein implizites RK-Verfahren angewandt auf
yl =Ay, te€ [th T]a y(tO) = yO,
gilt _ . _
Yyt = (1+ hXyT (I — h)\B)_ll)yJ =: g(hA)y’.

Die Stabilititsfunktion g(z) = 1 + zyT(I — 2B) ™11 ist in eine
rationale Funktion (ein Quotient zweier Polynome).
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Allgemeine Einschrittverfahren Runge-Kutta-Verfahren

Beispiel 11.44

Das RK-GauB-Verfahren mit m = 2 hat die Stabilitatsfunktion

grrc(z) =1+ Z’yT(I — ZB)_ll =

0.8

06 |
04 ~ S

0.2
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Schrittweitensteuerung bei Einschrittverfahren

Vorgegebene Gesamtfehlertoleranz:

|y(T) — yn(T)| < (T — to)e

Schrittweitensteuerung basiert auf folgender Strategie.
Ansatz:

Iy(m) - )l < 5 18] -
j=0

[RK-16]/1
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Schrittweitensteuerung bei Einschrittverfahren

Vorgegebene Gesamtfehlertoleranz:

|y(T) — yn(T)| < (T — to)e

Schrittweitensteuerung basiert auf folgender Strategie.
Ansatz:

ly(T) — yn(T)] < nf |3 -
7j=0
Falls

ng,h” < (Bj41 — ty)e
gilt, folgt daraus

n—1 n—1
> Héj,hH <) (i1 —tj)e = (T —to)e.
i=0 i=0

[RK-16]/2
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Schrittweitensteuerung bei Einschrittverfahren

Eine Methode zur Schrittweitensteuerung hat folgende Struktur:

a) Verwende ein Verfahren zur Schitzung des lokalen Abbruchfehlers.

b) Anhand der Schitzung s(h) =2 ||8;,5| des lokalen Fehlers wird
h = h; gewahlt, so dass

ng,hH < (B2 — t5)e

naherungsweise erfiillt ist, D.h., s(h;) < hje.
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Schatzung des lokalen Abbruchfehlers

(i) Ausgehend von t; und y7 berechne
- einen Schritt mit der Schrittweite h: Resultat yJ+1.

- zwei Schritte mit der Schrittweite %: Das (genauere) Resultat g9+,

|87+ — w7 & 1(t) — 7 = 13l

s(h) := 5 1

eine Schitzung des lokalen Abbruchfehlers im genaueren Resultat §7+1.
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Schatzung des lokalen Abbruchfehlers

(i) Ausgehend von t; und y7 berechne
- einen Schritt mit der Schrittweite h: Resultat yJ+1.

- zwei Schritte mit der Schrittweite 2: Das (genauere) Resultat 4711,
2 g Yy

159" = o7 = (i) — 371 = 15l

s(h) := 5 1

eine Schitzung des lokalen Abbruchfehlers im genaueren Resultat §7+1.

(i) Eingebettete RK-Verfahren liefern zwei Ergebnisse, deren Differenz als
Schatzer dienen kann.
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Anpassung der lokalen Schrittweite

Fiir eine Methode mit Konsistenzordnung p gilt
16,1l = s(h) ~ chPt!

Es sei g(h) := s(h)

Falls g(h) < 1, W|rd die Schrittweite h akzeptiert: tj 11 = t; + h.

Es soll eine neue Zeitschrittweite hneuw = hj4+1 gewahlt werden.

Im Fall g(h) > 1 soll eine kleinere Zeitschrittweite hpey gewahlt werden.
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Anpassung der lokalen Schrittweite

Fiir eine Methode mit Konsistenzordnung p gilt
165l = s(h) = chP*?

Es sei g(h) := %

Falls g(h) < 1, wird die Schrittweite h akzeptiert: tj 1 = t; 4 h.

Es soll eine neue Zeitschrittweite hneuw = hj4+1 gewahlt werden.

Im Fall g(h) > 1 soll eine kleinere Zeitschrittweite hpey gewahlt werden.

A p+1
Kriterium: fneu 5 1. Wegen
€hneu

<o = O =t O ()’

ergibt sich
1
hpeu = q(h)” Ph.
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Beispiel 11.45

Wir betrachten die Van der Pol-Gleichung

Y (t) = 8(1 —y()*) ¥'(t) —y(t), t€[0,30],
y(0) =2, y’(0) =0.

[Beispiel-11.45-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Beispiel 11.45

Wir betrachten die Van der Pol-Gleichung

Y (t) = 8(1 —y()*) ¥'(t) —y(t), t€[0,30],
y(0) =2, y’(0) =0.

Dieses Problem wird als System 1. Ordnung formuliert:

yi(t) . yz(t)
<yé(t)> B (8(1 —y1()?) y2(t) — yl(t)> , te€l0,30],

mit dem Anfangswert
(58)-
y2(0) 0)"

Das Problem wird mit einem RKF45-Verfahren geldst, wobei eine adaptive
Schrittweitensteuerung verwendet wird.
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Allgemeine Einschrittverfahren Schrittweitensteuerung

Beispiel 11.45

Numerische Losung y{ ~ y(t;) (links) und Schrittweiten h; = t; 11 — t;.

25 T T T T T o
2 ]
: o1
15 i 1
1 Y . % 1
L . L 008
05 : .
2 o0 : : : 1 =oosf
-05 . :
. 004
Bl : i
15 :
: 002
2
25
o 5 10 15 20 25 B o 5 10 15 20 25 a0
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Mehrschrittverfahren

Lineare Mehrschrittverfahren

Seien k Startwerte y°,...,y*1 gegeben.
Die allgemeine Vorschrift eines k-Schrittverfahrens:

‘I’f : <tj+k—1’ yja yj+19 ceey yj+k_17 h) — yj+k 9 .7
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Mehrschrittverfahren

Lineare Mehrschrittverfahren

Seien k Startwerte y°,...,y*1 gegeben.
Die allgemeine Vorschrift eines k-Schrittverfahrens:

Wy (t.H—k LY ay'H_l .. °9yj+k_1ah> — yj+k y 3=0,...,n—k.
Am haufigsten verwendet man lineare Mehrschrittverfahren:
k k '
Z a'lyj+£ =h Z bf.f(tj—i-!f’ y_7+€), .7 == 0’ ey — ka
£=0 £=0
wobei die ag, bg mit ar # 0 fest gewihlte Koeffizienten sind und stets
ti=to+jh, j=0,...,n,

mit konstanter Schrittweite h = %. O.b.dA:ar=1.
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Mehrschrittverfahren

Lineare Mehrschrittverfahren

Lineares k-Schrittverfahren (Algorithmus 11.47)

Gegeben: Schrittweite h = T—to pit n € N,

Koeffizienten ay (0 < €< k—1), by (0<¢< k),
Startwerte y°,...,y* 1. Berechne fir j =0,...,n —k:

k—1 k
y-7+k = — Z agy‘7+e + h Z bzf(tj—i-b y’7+£) ’
£=0 £=0

oder &aquivalent

k—1

Yt — hbif (kv ) = Y (—aeijrz + hbef (tye, yj“)) -
£=0

b = 0: explizites Verfahren; by, % 0: implizites Verfahren.
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Mehrschrittverfahren

Lineare Mehrschrittverfahren

» Adams-Bashforth-Verfahren:

ag=a1=...=ar_2=0, ap_1 =—1, bpy =0,
k—1

Yt = i =L L BN b f (e, 7).
£=0
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Mehrschrittverfahren

Lineare Mehrschrittverfahren

» Adams-Bashforth-Verfahren:

ag=a1=...=ar_2=0, ap_1 =—1, bpy =0,
k—1

Yt = i =L L BN b f (e, 7).
£=0

» Adams-Moulton-Verfahren:
a0:a1:...=ak_2:0, ak_1=—1, bk?éo,

k
YR = TR L B> b f (e v ).
=0
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Mehrschrittverfahren

Lineare Mehrschrittverfahren

» Adams-Bashforth-Verfahren:

ag=a1=...=ar_2=0, ap_1 =—1, bpy =0,
k—1

Yt = i =L L BN b f (e, 7).
£=0

» Adams-Moulton-Verfahren:
a0:a1:...=ak_2:0, ak_1=—1, bk?éo,

k
YR = TR L B> b f (e v ).
£=0
» Riickwartsdifferenzenmethoden:
bop=by=...=bp_1=0, b, 0,
k—1
Yyt = — Z aey’t + hbf (tjr, v TF)
£=0
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Mehrschrittverfahren

Konsistenzfehler bei LMSV

Der lokale Abbruchfehler (im Intervall [t;4k—1,t;4k]) ist definiert durch

Ojtk—1,h i= y(tj+k) - yh(tj+k) s

wobei yp (t;4x) das Resultat des linearen Mehrschrittverfahrens mit
y7+£ =yY(tjte), £=0,...,k — 1.
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Mehrschrittverfahren

Konsistenzfehler bei LMSV

Der lokale Abbruchfehler (im Intervall [t;4k—1,t;4k]) ist definiert durch

Ojtk—1,h i= y(tj+k) - yh(tj+k) s

wobei yp (t;4x) das Resultat des linearen Mehrschrittverfahrens mit
y7+£ =yY(tjte), £=0,...,k — 1.
Bei expliziten Verfahren:

Oj+k—1,n = Y(tj+k) — Yn(tj+k)
k—1

= y(tjtr) — Z (— aey(tjte) + hbef (tjre, y(tj4e)))-
£=0
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Mehrschrittverfahren

Konsistenzfehler bei LMSV

Der lokale Abbruchfehler (im Intervall [t;4k—1,t;4k]) ist definiert durch

Ojtk—1,h i= y(tj+k) - yh(tj+k) s

wobei yp (t;4x) das Resultat des linearen Mehrschrittverfahrens mit
y7+£ =yY(tjte), £=0,...,k — 1.
Bei expliziten Verfahren:

Oj+k—1,n = Y(tj+k) — Yn(tj+k)
k—1

= y(tjtr) — Z (— aey(tjte) + hbef (tjre, y(tj4e)))-
£=0

Konsistenzordnung p:

Il = OP),  Tjn := djn/h.
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Mehrschrittverfahren

Konsistenzfehler bei LMSV

Satz 11.48

Das lineare Mehrschrittverfahren ist konsistent von der Ordnung p genau
dann, wenn die folgenden p + 1 Bedingungen erfiillt sind:

k
Z ap =0,
£=0

k
Z Lay — by = 0,
£=0

k

Z (ﬁual — ny_lbg) =0, v=2,...,p.
£=0
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Mehrschrittverfahren Adams-Bashforth-Verfahren

Adams-Bashforth-Verfahren

k-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren

Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N,
Koeffizienten by (0 < £ < k — 1), Startwerte y%,...,y*" 1.
Berechne fir 3 =0,...,n—k

k—1
Yy =y L R b (Lo v )
=0
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Mehrschrittverfahren Adams-Bashforth-Verfahren

Adams-Bashforth-Verfahren

k-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren

Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N,

Koeffizienten br, (0 < £ < k —1), Startwerte y°,..., yk—1.
Berechne fir 3 =0,...,n—k :

k—1
Yt =yt 4 h Z br,ef (tive, ¥’ T°) .
£=0
Herleitungsprinzip: Diskretisierung der Integralgleichung

ti+

y(tjek) = yltinon) + | " f(siu(s)) ds
j+k—1

mit Hilfe von Newton-Cotes-Formeln.
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Mehrschrittverfahren Adams-Bashforth-Verfahren

Beispiel 11.51

k = 2: Das Integral
tji2 tit+2
[ e ds = [ g()ds = 1(9)
ti41 ti+1

wird approximiert. Es sei

Pgltsstina)(s) = P 2g(t) + * T g(ty40)

das lineare Interpolationspolynom an den Stiitzstellen t;, ;1.
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Mehrschrittverfahren Adams-Bashforth-Verfahren

Beispiel 11.51

k = 2: Das Integral
tji2 tit+2
[ e ds = [ g()ds = 1(9)
ti41 ti+1
wird approximiert. Es sei
tj+1
P(gltj, tjy1)(s) = TQ( t) + g(ta+1)

das lineare Interpolationspolynom an den Stiitzstellen t;, ;1.
Die entsprechende Newton-Cotes-Quadraturformel I7(g) ~ I(g):

tit2 1 3
L) = [ Plaltyta)(s) ds = —Sha(t) + She(tia).
i+1
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Mehrschrittverfahren Adams-Bashforth-Verfahren

Beispiel 11.51

k = 2: Das Integral
tji2 tit+2
[ e ds = [ g()ds = 1(9)
ti41 ti+1
wird approximiert. Es sei
tj+1
P(gltj, tjy1)(s) = TQ( t) + g(ta+1)

das lineare Interpolationspolynom an den Stiitzstellen t;, ;1.
Die entsprechende Newton-Cotes-Quadraturformel I7(g) ~ I(g):

tjt2 1 3
Lig) = [ Plaltitisa)(s) ds = —hg(t,) + Sha(tis).
tit1 2 2
= Koeffizienten by g = —%, by = %
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Mehrschrittverfahren Adams-Bashforth-Verfahren

Beispiel 11.51

Quadraturfehler:

g”(§) [ti+2

tj+1

I(g) — In(g) = (s = 13)(s — ty41) ds = = h*g"(€)

[Beispiel-11.51-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Mehrschrittverfahren Adams-Bashforth-Verfahren

Beispiel 11.51

Quadraturfehler:
g’ (& tjt2 5
10) - 119) = T [ 6~ 1) — g0y ds = o ng"(©)
tj+1

Daraus erhalt man fiir den lokalen Abbruchfehler:

1
Sit1n = Y(tjr2) — y(tip1) —h Y baef (tire, y(tjre))
tjt2 tji-zzo
= [Ty ds—ne) = [ fs,u() ds — L)
tita tita

= I(g) — Ii(9) = -, h*9"(©);

woraus folgt, dass diese Methode die Konsistenzordnung 2 hat.
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Mehrschrittverfahren Adams-Bashforth-Verfahren

Adams-Bashforth-Verfahren

k £ 0 1 2 3 4 Ordnung
1 bi.e 1 1
2 2by, -1 3 2
3 12b3, 5 —16 23 3
4 24 by, -9 37 —59 55 4
5 720 bs ¢ 251 —1274 2616 —2774 1901 5
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Mehrschrittverfahren Adams-Moulton-Verfahren

Adams-Moulton-Verfahren

k-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren

Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N,
Koeffizienten by, (0 < £ < k), Startwerte y°,...,yF" 1.
Berechne fiir j =0,...,n—k :

k
Y =y L Y bref (e, 7).
£=0
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Mehrschrittverfahren Adams-Moulton-Verfahren

Adams-Moulton-Verfahren

k-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren

Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N,
Koeffizienten by, (0 < £ < k), Startwerte y°,...,yF" 1.
Berechne fiir j =0,...,n—k :

k
YT = I TR L B> b o f (e ¥ ).
£=0
Herleitungsprinzip: Diskretisierung der Integralgleichung
titk
Y(tj+r) = y(Cj+e—1) + f(s,y(s)) ds

titr—1

mit Hilfe von Newton-Cotes-Formeln.
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Mehrschrittverfahren Adams-Moulton-Verfahren

Beispiel 11.53

k = 1: Das Integral

[ sy as= [T g as = 10)

tj tj
wird mit Hilfe der Newton-Cotes-Formel zu den Stiitzstellen t;, t;41
approximiert. Diese Formel ist gerade die Trapezmethode:

Ii(g) = Jh (9(ty) + g(t341)).
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Mehrschrittverfahren Adams-Moulton-Verfahren

Beispiel 11.53

k = 1: Das Integral

[ sy as= [T g as = 10)

tj tj
wird mit Hilfe der Newton-Cotes-Formel zu den Stiitzstellen t;, t;41
approximiert. Diese Formel ist gerade die Trapezmethode:

Ii(g) = Jh (9(ty) + g(t341)).

=> Koeffizienten by,9 = by;1 = 1.
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Mehrschrittverfahren Adams-Moulton-Verfahren

Beispiel 11.53

k = 1: Das Integral

[ sy as= [T g as = 10)

tj tj
wird mit Hilfe der Newton-Cotes-Formel zu den Stiitzstellen t;, t;41
approximiert. Diese Formel ist gerade die Trapezmethode:

Ii(g) = Jh (9(ty) + g(t341)).

= Koeffizienten b1 = b1,1 = % Mit Hilfe von

Ig) — Ii(g) = — . Wg" (&)
ergibt sich fiir den lokalen Abbruchfehler
djn = O(h®).
Diese Methode hat damit die Konsistenzordnung 2.
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Mehrschrittverfahren Adams-Moulton-Verfahren

Adams-Moulton-Verfahren

k ‘ 0 0 1 2 3 4 ‘ Ordnung
1 2b1,e 1 1 2
2 12by, -1 8 5 3
3 24 by 4 1 -5 19 9 4
4 720 b4, —19 106 —264 646 251 5
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Mehrschrittverfahren Adams-Moulton-Verfahren

Adams-Moulton-Verfahren

k ‘ 0 0 1 2 3 4 ‘ Ordnung
1 2b1,e 1 1 2
2 12by, -1 8 5 3
3 24 by 4 1 -5 19 9 4
4 720 b4, —19 106 —264 646 251 5

Konsistenzordnungen

Die k-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren haben die Ordnung p = k und
die k-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren die Ordnung p = k + 1.
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Pradiktor-Korrektor-Verfahren

» Pridiktor: Bestimme einen Startwert y7 1.0 (AB-Verfahren):

k1—1
Yy O =yl 4+ h Z biy k1 —1—mf (j—m, ¥’ ™).
m=0

» Korrektor: In einem AM-Verfahren wird yJ 11 iterativ iiber M + 1
Iterationen einer Fixpunktiteration angendhert:
Firs=0,1,2,...,M:

Yy T = b 4 Rbr, ko f (Ej41, 57 )

ka—1
+h Y by ka—1-mf (Ei—m, ¥ T™)s
m=0
I+l = g LM
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Konsistenzordnung

Die Methode hat die Konsistenzordnung
p=min{ ks +1+ M,k2 +1}.

Deswegen wahlt man in der Praxis haufig ko = k1 und M = 0 also nur
eine lteration der Fixpunktiteration im Korrektor.
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Beispiel 11.55

Fiir den Fall k1 = ko = 3, M = 0 ergibt sich das (explizite)
Pradiktor-Korrektor-Verfahren (ABM3)

. n . . .

yIth0 = o7 4 5(23f(tj,y’) —16f(tj—1,9° 1) + 5f(tj—2,y’_2))
. n . .

ythl =47 4 £<9f(tj+1,y”1’°) + 195 (t;,y”)

- 5.f(tj—la yj_l) + f(tj—2a yj_2)>

j+1 j+1,1
YTl i= I T,
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Beispiel 11.56

Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem

Y =Ay—(A+1)et te][0,2], y(0)=1,

mit einer Konstante A < 0.
Die Lésung dieses Problems: y(t) = e~ (unabhingig von ).
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Beispiel 11.56

Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem
Y =Ay— (A+1)e? te][o,2], y(0)=1,
mit einer Konstante A < 0.

Die Lésung dieses Problems: y(t) = e~ (unabhingig von ).

Wir wenden das 4-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren (AB4) und das
Pradiktor-Korrektor-Verfahren (ABM3) an.
Beide Methoden haben die Konsistenzordnung 4.

Die Startwerte y1, y2, 4y werden mit dem klassischen
Runge-Kutta-Verfahren berechnet.
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Beispiel 11.56

Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem
Y =Ay— (A+1)e? te][o,2], y(0)=1,
mit einer Konstante A < 0.

Die Lésung dieses Problems: y(t) = e~ (unabhingig von ).

Wir wenden das 4-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren (AB4) und das
Pradiktor-Korrektor-Verfahren (ABM3) an.
Beide Methoden haben die Konsistenzordnung 4.

Die Startwerte y1, y2, 4y werden mit dem klassischen
Runge-Kutta-Verfahren berechnet.

Die resultierenden Fehler |y, (2) — y(2)| = ‘yz/h — 6_2‘ sind in der
Tabelle fiir einige Schrittweiten h und A € {—2, —20} aufgelistet.
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Beispiel 11.56

A= -2, |[y*h —e? A= —20, [y?/h —e?|
h AB4 | ABM3 AB4 | ABM3
23 1.17e—05 8.93e—06 1.40e+07 2.40e—01
24 6.69e—07 5.04e—07 3.31e4+09 6.10e—07
2-5 4.03e—08 2.99e—08 8.85e+-07 2.57e—08
2-6 2.48e—09 1.82e—09 4.38e—07 1.36e—09
2-7 1.53e—10 1.13e—10 9.36e—12 7.91e—11
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Beispiel 11.56

A= -2, |[y*h —e? A= —20, [y?/h —e?|
h AB4 | ABM3 AB4 | ABM3
23 1.17e—05 8.93e—06 1.40e+07 2.40e—01
24 6.69e—07 5.04e—07 3.31e4+09 6.10e—07
2-5 4.03e—08 2.99e—08 8.85e+-07 2.57e—08
2-6 2.48e—09 1.82e—09 4.38e—07 1.36e—09
2-7 1.53e—10 1.13e—10 9.36e—12 7.91e—11

Beobachtung:

Fir A = —20 stellen sich bei AB4 fiir die Schrittweiten

h = 273,274,275 und bei ABMS3 fiir die Schrittweite h = 23
enorm groBe Fehler ein.

= “Stabilitdtsprobleme”
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Die Kombination einer k-Schritt-AB-Methode (mit Konsistenz-ordnung k)
mit einer k-Schritt-AM-Methode (mit Konsistenzordnung k + 1), wobei

nur eine lteration der Fixpunktiteration im Korrektor berechnet wird, hat
folgende Eigenschaften:

» Die Konsistenzordnung ist k + 1 .
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Die Kombination einer k-Schritt-AB-Methode (mit Konsistenz-ordnung k)
mit einer k-Schritt-AM-Methode (mit Konsistenzordnung k + 1), wobei
nur eine lteration der Fixpunktiteration im Korrektor berechnet wird, hat

folgende Eigenschaften:
» Die Konsistenzordnung ist k + 1 .

» Es sind zwei Funktionsauswertungen pro Integrationsschritt
erforderlich.
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Mehrschrittverfahren Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Die Kombination einer k-Schritt-AB-Methode (mit Konsistenz-ordnung k)
mit einer k-Schritt-AM-Methode (mit Konsistenzordnung k + 1), wobei
nur eine lteration der Fixpunktiteration im Korrektor berechnet wird, hat
folgende Eigenschaften:

» Die Konsistenzordnung ist k + 1 .

» Es sind zwei Funktionsauswertungen pro Integrationsschritt
erforderlich.

» Die Methode hat wesentlich bessere Stabilititseigenschaften als die
(k + 1)-Schritt-AB-Methode (Beispiel 11.56).

[LMSV-12]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 11




Mehrschrittverfahren Konvergenz von LMSV

Beispiel 11.58

y’(t) = y(t) —2sint, t € [0,4],
y(0) L

mit Losung y(t) = sint 4 cost. Wir verwenden das lineare
2-Schrittverfahren

Y2 = —ay? T 4 5y7 4+ h(4f (i1, ¥ 4+ 25 (5, 97)).

Diese Methode hat die Konsistenzordnung 3.
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Mehrschrittverfahren Konvergenz von LMSV

Beispiel 11.58

y'(t) = y(t) — 2sint,
y(0) 1,

mit Losung y(t) = sint 4 cost. Wir verwenden das lineare
2-Schrittverfahren

t € [0, 4],

Y2 = —ay? T 4 5y7 4+ h(4f (i1, ¥ 4+ 25 (5, 97)).

Diese Methode hat die Konsistenzordnung 3.

Resultate:
h lyt/" — y(1)| ly2/" — y(2)| ly*/" — y(4)|
22 0.0094 2.87 3.3e+5
2-3 0.286 6.le+4 2.7e+15
2—4 6.4e+3 5.4e+14 3.7e+36

[Beispiel-11.58] /2

Dahmen-Reusken

Kapitel 11




Mehrschrittverfahren Konvergenz von LMSV

Konvergenz von LMSV

Unterscheidungsmerkmal

Im Gegensatz zu ESV impliziert die Konsistenz bei k-Schrittverfahren fiir
k > 1 noch nicht die Konvergenz.
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Mehrschrittverfahren Konvergenz von LMSV

Konvergenz von LMSV

Unterscheidungsmerkmal

Im Gegensatz zu ESV impliziert die Konsistenz bei k-Schrittverfahren fiir
k > 1 noch nicht die Konvergenz.

Wir definieren fiir ein gegebenes LMSV das zugehdrige p-Polynom:

k
p(z) = Z apzt,
£=0

das dieselben a,p-Koeffizienten wie das LMSV hat.
Bei einem linearen ESV: p(z) = z — 1 (29 = 1 ist die einzige Nullstelle)

Bei AB- und AM-Verfahren: p(z) = 2% — 2F=1 = 2k=1(2 — 1)
(eine einfache Nullstelle zg = 1 und eine (k — 1)-fache Nullstelle zg = 0).
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Mehrschrittverfahren Konvergenz von LMSV

Konvergenz von LMSV

Definition: Nullstabilitat

Das LMSV heiRt nullstabil, falls die sogenannte Wurzelbedingung gilt:
Ist p(z0) = O fiir ein 29 € C, dann gilt

|Z0|S1,

und dartiberhinaus, falls zg eine mehrfache Nullstelle ist,

|Z0| < 1.
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Mehrschrittverfahren Konvergenz von LMSV

Konvergenz von LMSV

Definition: Nullstabilitat

Das LMSV heiRt nullstabil, falls die sogenannte Wurzelbedingung gilt:
Ist p(z0) = O fiir ein z9 € C, dann gilt

|z0| S 1 )
und dartiberhinaus, falls zg eine mehrfache Nullstelle ist,
|Z()| < 1.

Satz 11.60

Ein konsistentes LMSV ist genau dann konvergent, wenn es nullstabil ist.
Im Falle von Konvergenz gilt

Konvergenzordnung = Konsistenzordnung.
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Mehrschrittverfahren Konvergenz von LMSV

Konvergenz von LMSV

Bei linearen Mehrschrittverfahren ist die hohe Konsistenzordnung p = 2k
im Prinzip realisierbar.

Folgendes Resultat von Dahlquist erklart, weshalb jedoch lineare
k-Schrittverfahren mit Konsistenzordnung p > k + 3 nie verwendet
werden.

Satz 11.63 (Dahlquistschrank)

Fiir jedes lineare nullstabile k-Schrittverfahren mit Konsistenzordnung p
gilt:

p < k42 firk gerade,
p < k+1 firk ungerade.

Diese Schranken sind scharf.
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Steife Systeme

Steife Probleme

Treten auf bei Prozessen mit stark unterschiedlichen Abklingzeiten.

Beispiele: Diffusions- und Warmeleitungsvorgange oder auch chemische
Reaktionen.
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Steife Systeme

Steife Probleme

Treten auf bei Prozessen mit stark unterschiedlichen Abklingzeiten.

Beispiele: Diffusions- und Warmeleitungsvorgange oder auch chemische
Reaktionen.

Beispiel:
2 =Az+b, te€[0,T], =z(0)=2z"

wobei A € R™*™ und b € R™ nicht von t abhingen.
Sei A diagonalisierbar:

V1AV = A = diag(A1,- -+, An)-
Man erhilt mit y = V™12, ¢ = V~'b das entkoppelte System

y = Ay +c.
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Steife Systeme

Steife Probleme

Dieses entkoppelte System
yé:)\iyi—kci, t=1,...,n,
hat Lésungen gegeben durch
Ait Ci

yi(t) = ée™t — —,

wobei die Konstante é; € R durch die Anfangsbedingung festgelegt wird.
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Steife Systeme

Steife Probleme

Dieses entkoppelte System
yé:)\iyi—kci, t=1,...,n,
hat Lésungen gegeben durch

4 G
yi(t) = &e™t — =,

wobei die Konstante é; € R durch die Anfangsbedingung festgelegt wird.

Das System bezeichnet man als steif, falls die Lésungskomponenten mit
sehr unterschiedlicher Geschwindigkeit abklingen.
Dies bedeutet fiir die Eigenwerte

Re()\k)

Re(Aj) <0, j=1,...,n, und max

_— 1.
S Re(ny)
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Steife Systeme

Beispiel 11.64

Das Warmeleitungsproblem aus Beispiel 11.5 ergibt 3y’ = Ay, mit

K . 1. Ny — N —
A= —h—ztrldlag(—l,Z,—l) € R(Me—)X(ne—1),

xr
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Steife Systeme

Beispiel 11.64

Das Warmeleitungsproblem aus Beispiel 11.5 ergibt y/ = Ay, mit

K . 1. Ny — Ng—
A= —h—ztrldlag(—l,Z, —1) € Re—DX(ne—1),

xr

Die Eigenwerte Aj von A lassen sich explizit angeben:

Daraus folgt, dass A; < 0 und

maxﬂ _ Ang—1 _ sin (37— Zng) ~ 1 inz
kg Aj A1 smz(ﬁ) (z52)% w2 ©

also ist das System fiir nng, > 1 steif.

Dahmen-Reusken Kapitel 11
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Steife Systeme

Beispiel 11.65

Wir betrachten den chemischen Reaktionsprozess aus Beispiel 11.4.

Die Jacobi-Matrix der Funktion f : R® — R® des Modells v/ (t) = f(y)
hat fiir ¢ = 0 die Eigenwerte

o(f'(y(0)) = {0,-2.1-10%, —7.5-107'9 +49.1- 107"},

wobei der Eigenwert 0 dreifach vorliegt.

[Beispiel-11.65] /1
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Steife Systeme

Beispiel 11.65

Wir betrachten den chemischen Reaktionsprozess aus Beispiel 11.4.
Die Jacobi-Matrix der Funktion f : R® — R6 des Modells y'(t) = f(y)
hat fiir ¢ = 0 die Eigenwerte

o(f (y(0)) ={0,-2.1-10*, —7.5-1071°+49.1.107*},

wobei der Eigenwert 0 dreifach vorliegt.
=

- die Realteile der drei nicht-Null-Eigenwerte sind negativ
- deren Quotienten kdnnen die GroBenordnung 1014 haben.

Dieses System ist steif.
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Steife Systeme

Stabilitatsfunktion

Wir betrachten das Testproblem
y =Xy, te€[0,T], mitA<O.

Anwendung eines expliziten Einschrittverfahrens fiihrt auf eine Rekursion
Yt =g(hN)y?, j=0,1,...,

wobei die Stabilitatsfunktion g vom Verfahren abhingt:
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Steife Systeme

Stabilitatsfunktion

Wir betrachten das Testproblem
y =Xy, te€[0,T], mitA<O.

Anwendung eines expliziten Einschrittverfahrens fiihrt auf eine Rekursion
Yt =g(hN)y?, j=0,1,...,

wobei die Stabilitatsfunktion g vom Verfahren abhingt:

g(x) = 14z Euler-Verfahren,
2
g(x) = 14+z+ % verb. Euler-Verfahren,
2 .8 g4
g(x) = 1+w+?+€+i klassisches RK-Verfahren.
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Steife Systeme

Stabilitatsfunktion

g(x) ist eine abgebrochene Potenzreihe von e®, also ein Polynom.

Beobachtung:

Es gilt e* — 0 fir x — —o0, jedoch p(x) — Fo0, ¢ — —oo0, fiir
jedes Polynom p (abgesehen vom Nullpolynom).

Daher lasst sich die Funktion e®, < 0 nur fiir kleine Argumente ||
durch ein Polynom approximieren.
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Steife Systeme

Stabilitatsfunktion

g(x) ist eine abgebrochene Potenzreihe von e®, also ein Polynom.

Beobachtung:

Es gilt e* — 0 fir x — —o0, jedoch p(x) — Fo0, ¢ — —oo0, fiir
jedes Polynom p (abgesehen vom Nullpolynom).

Daher lasst sich die Funktion e®, < 0 nur fiir kleine Argumente ||
durch ein Polynom approximieren.

Explizite Verfahren fiir steife Probleme

Explizite ESV sind zur Behandlung steifer Probleme ungeeignet.
Diese Aussage gilt ebenso fiir explizite Mehrschrittverfahren.
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Steife Systeme

Beispiel 11.67

Das implizite Euler-Verfahren
Yt =9 +hf(tjy ),
angewandt auf y’ = Ay, ergibt
yj+1 — yj + h)\yj-i-l’
also

it =

i — _
Ty 9@ =
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Steife Systeme

Beispiel 11.67

Das implizite Euler-Verfahren
Yt =9 +hf(tjy ),
angewandt auf y’ = Ay, ergibt
yj+1 — yj + h)\yj-i-l’
also

) 1 .
J+1 J xr) = .
Ty 9@ =

Yy
Die Trapez-Methode

. . h . .
y'7+1 == yJ + E (.f(tj9 y]) + .f(tj+1a yj+1)) 9
ergibt

. 1+ 0 1
= 72“;, 9(@) = —

N[ =

N =
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervalle

Allgemein ergibt sich bei Einschrittverfahren, angewandt y’ = Ay:
Yy = g(hA)y,
wobei g(x) die Stabilitatsfunktion des Verfahrens ist.

Stabilitatsintervall ESV

Gegeben sei ein ESV mit zugehdriger Stabilitatsfunktion g.
Das Intervall I = (—a, 0) mit maximalem a > 0, so dass

zel — J|g(x)|<1

gilt, heiBt das Stabilitatsintervall des Verfahrens.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervalle

Allgemein ergibt sich bei Einschrittverfahren, angewandt y’ = Ay:
Yy = g(hA)y,

wobei g(x) die Stabilitatsfunktion des Verfahrens ist.

Stabilitatsintervall ESV

Gegeben sei ein ESV mit zugehdriger Stabilitatsfunktion g.
Das Intervall I = (—a, 0) mit maximalem a > 0, so dass

zel — J|g(x)|<1

gilt, heiBt das Stabilitatsintervall des Verfahrens.

Die GroBe dieses Intervalls ist ein MaR fiir die Stabilitat des Verfahrens bei
Anwendung auf steife Systeme.
Das Stabilitatsintervall soll moglichst groR sein.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervall bei LMSV

Bei linearen Mehrschrittverfahren ist die Charakterisierung des
Stabilitatsintervalls komplizierter als bei ESV.

Grundidee anhand des Beispiels des Adams-Bashforth-Verfahrens (k = 2):

Y t2 = it L p (gf(tj+1,yj+1) — %f(tj,yj)) .
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervall bei LMSV

Bei linearen Mehrschrittverfahren ist die Charakterisierung des
Stabilitatsintervalls komplizierter als bei ESV.

Grundidee anhand des Beispiels des Adams-Bashforth-Verfahrens (k = 2):
Y=yt 4+ h (%f(tj+1,yj+1) - %f(tj,yj)) :
Anwendung auf y’ = Ay ergibt
yI T2 it h(%)\yj"'l — %/\yj) =0, 57=0,1,2,....

Die allgemeine Ldsung dieser Differenzengleichung bestimmt man mit dem
Potenzansatz yJ = (z)7 fiir ein z € R.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervall bei LMSV

Bei linearen Mehrschrittverfahren ist die Charakterisierung des
Stabilitatsintervalls komplizierter als bei ESV.

Grundidee anhand des Beispiels des Adams-Bashforth-Verfahrens (k = 2):
R A (CERS B (R
Anwendung auf y’ = Ay ergibt
yI T2 it h(%)\yj"'l — %/\yj) =0, 57=0,1,2,....

Die allgemeine Ldsung dieser Differenzengleichung bestimmt man mit dem
Potenzansatz y? = (z)7? fiir ein z € R. Die allgemeine Ldsung ist

v = a(z1)’ + B(z2)’
mit z1, zo die Nullstellen der charakteristischen Gleichung

2> — (1+ 2hA\)z + zhA = 0.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervall bei AB2

Um das Abklingverhalten der exakten Losung y(t) = ce* (A < 0)
tiberhaupt wiedergeben zu kdnnen, fordern wir

|z <1 firi=1,2.

Beachte: die Nullstellen z1, zo hdngen von dem Wert hA =: x ab.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervall bei AB2

Um das Abklingverhalten der exakten Losung y(t) = ce* (A < 0)
tiberhaupt wiedergeben zu kdnnen, fordern wir

|z <1 firi=1,2.

Beachte: die Nullstellen z1, zo hdngen von dem Wert hA =: x ab.

Stabilitatsintervall AB2

Es seien z1(x), z2(x) die Nullstellen der Gleichung
22 — (l—i—%:c)z—l—%az:O.
Das Intervall I = (—a, 0) mit maximalem a > 0, so dass
rel = |zi(x)|<1l, 1=1,2

gilt, heiBt das Stabilitatsintervall des AB2-Verfahrens.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervall bei AB2

Die zwei Nullstellen der charakteristischen Gleichung sind

z1,2(x) = %(l—i—gm:t\/l—ka:—l—%mz)

-2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 0

Hieraus schlieBt man: das Stabilitdtsintervall ist I = (—1, 0).
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsintervalle

Verfahren Stabilitdtsintervall
Euler-Verfahren (—2,0)
Verb. Euler-Verfahren (—-2,0)
klassisches RK-Verfahren (—2.78,0)
2-Schritt-Adams-Bashforth (-1,0)
3-Schritt-Adams-Bashforth (—0.55,0)
4-Schritt-Adams-Bashforth (—0.3,0)
2-Schritt-Adams-Moulton (—6.0,0)
3-Schritt-Adams-Moulton (—3.0,0)
Implizites Euler-Verfahren (—o00,0)
Trapezmethode (—o0,0)
RK-GauB-Verfahren (—o00,0)
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsgebiete: A-Stabilitat

Im Allgemeinen werden nicht nur reelle Eigenwerte vorkommen.
Man kann auch Losungskomponenten der Form et antreffen, wobei A
komplex ist.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsgebiete: A-Stabilitat

Im Allgemeinen werden nicht nur reelle Eigenwerte vorkommen.
Man kann auch Losungskomponenten der Form et antreffen, wobei A
komplex ist.

Deshalb miissen bei der Stabilitdtsanalyse von ESV oder LMSV im
Allgemeinen nicht nur Stabilitdtsintervalle, sondern sogar Stabilitdtsgebiete
in der komplexen Ebene bestimmt werden.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsgebiete: A-Stabilitat

Im Allgemeinen werden nicht nur reelle Eigenwerte vorkommen.
Man kann auch Losungskomponenten der Form et antreffen, wobei A
komplex ist.

Deshalb miissen bei der Stabilitdtsanalyse von ESV oder LMSV im
Allgemeinen nicht nur Stabilitdtsintervalle, sondern sogar Stabilitdtsgebiete
in der komplexen Ebene bestimmt werden.

Man l3sst im Modellproblem ¢y’ = Ay
AeC :={Ae€C|Re(N) <0}

ZU.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsgebiet bei ESV

Stabilitatsgebiet bei ESV
S:={z e C||g(x)| <1}
wird als ein Mal fiir die Stabilitdt der Methode verwendet.

[Steif-11]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsgebiet bei ESV

Stabilitatsgebiet bei ESV
S:={z e C||g(x)| <1}
wird als ein Mal fiir die Stabilitdt der Methode verwendet.

Stabilitatsgebiete fiir das explizite Euler-Verfahren (g(x) = 1 + x),

und fiir das implizite Euler-Verfahren (g(z) = ).

1—x

il -i |
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsgebiet AB2

Fiir das AB2-Mehrschrittverfahren |asst sich das Stabilitatsintervall auf das
Stabilitdtsgebiet

S={xeC | |zi(x)|]<1firi=1,2}

verallgemeinern.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

Stabilitatsgebiet AB2

Fiir das AB2-Mehrschrittverfahren |asst sich das Stabilitatsintervall auf das
Stabilitdtsgebiet

S={xeC | |zi(x)|]<1firi=1,2}
verallgemeinern.

Dieses Stabilitatsgebiet wird hierunter gezeigt:

-15 -1 -0.5 0
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

A-Stabilitat

A-Stabilitat

Das numerische Verfahren ist A-stabil, wenn das Stabilitdtsgebiet S die
gesamte linke komplexe Halbebene ist:

S=C

» Explizite Ein- oder Mehrschrittverfahren sind niemals A-stabil.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

A-Stabilitat

A-Stabilitat

Das numerische Verfahren ist A-stabil, wenn das Stabilitdtsgebiet S die
gesamte linke komplexe Halbebene ist:

S=C"
» Explizite Ein- oder Mehrschrittverfahren sind niemals A-stabil.
» Das implizite Euler-Verfahren und die Trapez-Methode sind A-stabil.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

A-Stabilitat

A-Stabilitat

Das numerische Verfahren ist A-stabil, wenn das Stabilitdtsgebiet S die
gesamte linke komplexe Halbebene ist:

S=C™
» Explizite Ein- oder Mehrschrittverfahren sind niemals A-stabil.

» Das implizite Euler-Verfahren und die Trapez-Methode sind A-stabil.
» Die RK-GauR-Verfahren sind A-stabil.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

A-Stabilitat

A-Stabilitat
Das numerische Verfahren ist A-stabil, wenn das Stabilitdtsgebiet S die
gesamte linke komplexe Halbebene ist:

S=C

» Explizite Ein- oder Mehrschrittverfahren sind niemals A-stabil.

» Das implizite Euler-Verfahren und die Trapez-Methode sind A-stabil.
» Die RK-GauR-Verfahren sind A-stabil.

» Fiir LMSV ist die Forderung der A-Stabilitdt sehr einschrinkend:

2. Dahlquistschranke: Ein A-stabiles lineares Mehrschrittverfahren
hat hochstens die Konsistenzordnung p = 2.
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Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

A(a)-Stabilitat

Man nennt ein Verfahren A(a)-stabil, (mit a € (0, 5]) wenn das
Stabilitatsgebiet S einen um die reelle Achse symmetrischen Sektor der
linken komplexen Halbebene mit Innenwinkel 2c¢ am Ursprung einschlieBt:

{xeC ||arg(x) — 7| <a} CS

[Steif-14]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

A(a)-Stabilitat

Man nennt ein Verfahren A(a)-stabil, (mit a € (0, 5]) wenn das
Stabilitatsgebiet S einen um die reelle Achse symmetrischen Sektor der
linken komplexen Halbebene mit Innenwinkel 2c¢ am Ursprung einschlieBt:

{xeC ||arg(x) — 7| <a} CS

> A-Stabilitdt stimmt mit A(3)-Stabilitat iiberein.

[Steif-14]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 11



Steife Systeme  Stabilitatsanalyse

A(a)-Stabilitat

Man nennt ein Verfahren A(a)-stabil, (mit a € (0, 5]) wenn das
Stabilitatsgebiet S einen um die reelle Achse symmetrischen Sektor der
linken komplexen Halbebene mit Innenwinkel 2c¢ am Ursprung einschlieBt:

{xeC ||arg(x) — 7| <a} CS

> A-Stabilitdt stimmt mit A(3)-Stabilitat iiberein.

» Selbst fiir Winkel ¢, die nahe an 7 /2 sind, kann man A(a)-stabile
LMSV beliebig hoher Ordnung finden.
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Rickwartsdifferenzenmethoden

Diese Verfahren werden auch BDF-Methoden (backward differentiation
formula) genannt.

k-Schritt-BDF-Methode

Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N,
Koeffizienten ap (0 < £ < k), Startwerte y°,...,y*1.
Berechne fir 3 =0,1,...,n—k

k
> a = hf(tik, v TF) .
£=0

Die BDF-Verfahren sind implizit.
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Rickwartsdifferenzenmethoden

Konstruktionsprinzip basiert auf Interpolationsformeln.

Es sei pg € Ilx das Lagrange-Interpolationspolynom, das die Werte

(tja yj)a (tj—}-la yj+1)a ceey (tj+k7 yj+k)7

interpoliert, also
k: .
pk(t) = P(ylt,77 so ’tj—i—k)(t) = Z y‘7+mem,k(t)-
=0

Die k-Schritt-BDF-Methode wird iber den Ansatz

Pi(titk) = f i,y 1F)
hergeleitet.

[Steif-16]
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Beispiel 11.70

Das Interpolationspolynom fiir k = 2 ist

(t— tj+1)(t — tj+2) 4 yj+l (t— tj)(t - tj+2)

pz(t) = y] 2h2 _h2
4yt (t—t;)(t —tj41)
2h?2

Beispiel-11.70] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 11
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Beispiel 11.70

Das Interpolationspolynom fiir k = 2 ist

(= ti41) (= tj42) i (B —55)(E —tj42)
t) = 7 Jj+1 J J
p2(t) =y oh? +y 2
4yt (t—t;)(t —tj41)
2h?2
Wegen

1 . , 3 .
Py (tjt2) = (Ey’ — it 4 5y1+2)/h
ergibt sich die BDF2 Methode
3

QU= oy = hf(tige, v )

Beispiel-11.70] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 11
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Rickwartsdifferenzenmethoden

Methode Ordnung A (a)-Stabilitat
impl. Euler-Verf.: y3 11 — i = hf(tjya, yj+1) 1 a=7
BOF2:  §yI+2 — 299t 4 347 = hf(t40,0777) 2 a=7z
BDF3: %yj-"S — 3yj+2 + %yj+1 — %yj = 3 a=0.96-7%

hf(tjys,y?T3)
BDF4:  25yd+4 — 49013 gy 2 _ L49+1 4 149 = 4 «=0827
hf(tjpa, ¥’ T4
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Rickwartsdifferenzenmethoden

Methode Ordnung A (a)-Stabilitat
impl. Euler-Verf.: y3 11 — i = hf(tjya, yj+1) 1 a=7
BOF2:  Sy9+2 — 2991 4 247 = hf(t;40,4913) 2 a=7%
BDF3: %yj-"S — 3yj+2 + %yj+1 — %yj = 3 a=0.96-7%

hf(tjys,y?T3)
BDF4:  25yd+4 — 49013 gy 2 _ L49+1 4 149 = 4 «=0827
hf(tjpa, ¥’ T4

> A-stabil fir k = 1,2.
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Steife Systeme R Artsdifferenzenmethoden

Rickwartsdifferenzenmethoden

Methode Ordnung A (a)-Stabilitat
impl. Euler-Verf.: y3 11 — i = hf(tjya, yj+1) 1 a=7
BOF2:  Sy9+2 — 2991 4 247 = hf(t;40,4913) 2 a=7%
BDF3: %yj-"S — 3yj+2 + %yj+1 — %yj = 3 a=0.96-7%

hf(tjys,y?T3)
BDF4: 25474 —4yd 3 4 3ydt2 _ it 140 = 4 o =0.82-

S

hf(tjpa, ¥’ T4

> A-stabil fir k = 1,2.

> Fir k = 3,4, 5,6 enthalten sie immer noch das maximale
Stabilitatsintervall (—oo, 0), verlieren allerdings zunehmend an
Stabilitat in der Nahe der imaginadren Achse.
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Rickwartsdifferenzenmethoden

Methode Ordnung A (a)-Stabilitat
impl. Euler-Verf.: y3 11 — i = hf(tjya, yj+1) 1 a=7
BOF2:  Sy9+2 — 2991 4 247 = hf(t;40,4913) 2 a=7%
BDF3: %yj-"S — 3yj+2 —+ %yj+1 — %yj = 3 a=0.96-7%

hf(tjys,y?T3)
BDF4: 25474 —4yd 3 4 3ydt2 _ it 140 = 4 o =0.82-

S

hf(tjpa, ¥’ T4

> A-stabil fir k = 1,2.

> Fir k = 3,4, 5,6 enthalten sie immer noch das maximale
Stabilitatsintervall (—oo, 0), verlieren allerdings zunehmend an
Stabilitat in der Nahe der imaginadren Achse.

» BDF-k-Schrittverfahren mit k > 7 werden nie verwendet, weil diese
nicht nullstabil und deshalb nicht konvergent sind.
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Beispiel 11.71

Wir betrachten das diskrete Warmeleitungsproblem y’ = Ay aus Beispiel

11.5 mit kK = 1, £ = 1, Anfangswert ®(x) = sin(mwx) und Schrittweite

_ 1
he = g

Fiir die extremen Eigenwerte der Matrix A gilt

A1 = —9.87, An,—1 = —14390.

Das System ist offensichtlich sehr steif.

[Beispiel-11.71-01] /1
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Beispiel 11.71

Wir betrachten das diskrete Warmeleitungsproblem y’ = Ay aus Beispiel

11.5 mit kK = 1, £ = 1, Anfangswert ®(x) = sin(mwx) und Schrittweite
he = 45.
Fiir die extremen Eigenwerte der Matrix A gilt

A1 = —9.87, An,—1 = —14390.

Das System ist offensichtlich sehr steif.

Wir verwenden das BDF2-Verfahren mit h = h, = 6—10:

3

, . 1 ; ,
2y3+2 — 2qi 1 4 Eya = hAy’*2, j=0,1,2,...
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Beispiel 11.71

Wir betrachten das diskrete Warmeleitungsproblem y’ = Ay aus Beispiel
11.5 mit kK = 1, £ = 1, Anfangswert ®(x) = sin(mwx) und Schrittweite
he = 45.
Fiir die extremen Eigenwerte der Matrix A gilt

A1 = —9.87, An,—1 = —14390.

Das System ist offensichtlich sehr steif.

Wir verwenden das BDF2-Verfahren mit h = h, = 6—10:
3 o 1 o ,
SV 2T oy = hay T =012,
Zum Vergleich auch das verbesserte Euler-Verfahren.
Dieses Vefahren ist erst stabil, wenn |hX,, _1(A)| < 2. d.h,,
h < 1.39-1074, gilt.
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Beispiel 11.71

Numerische Lésung mit dem BDF2-Verfahren und Zeitschrittweite %

\ \ \
AN

SRR
AR
SN
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Steife Systeme  Riickwirtsdifferenzenmethoden

Beispiel 11.71

Numerische Lésung mit dem verbesserten Euler-Verfahren und
Zeitschrittweite h = 1.38 - 10~ (links) und b = 1.40 - 10~ (rechts).
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