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Grundlagen

Normierte Raume

Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — R heift Norm auf
V, falls

» ||v]| > 0Vv € V und ||v|| = 0 nur wenn v = 0.

» Firallea € R, v € V gilt ||av]| = |a| ||v]|

» Fiir alle v, w € V gilt die Dreiecksungleichung
v+ wl| < |lv]| + [Jwl|

Wenn eine Norm auf V' definiert ist, nennt man V oft einen linearen
normierten Raum.

[NormRaum-01]
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Grundlagen

Vektornormen

Sei V=R" = (x1,...,%,) € R™
Fiir jedes p mit 1 < p < oo wird eine Norm definiert durch

n 1
P
zllp = <Z Iwil”)
=1

Speziell:

n
» 1-Norm: lz|li = > |4
=1
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Grundlagen

Vektornormen

Sei V=R" = (x1,...,%,) € R™
Fiir jedes p mit 1 < p < oo wird eine Norm definiert durch

1

n P
zllp = <Z Iwil”)
i=1

Speziell:
n
» 1-Norm: ||x|lx = Z ||
1=
> oco-Norm:  ||z]lecc = max |x;]
=1 n
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Grundlagen

Vektornormen

Sei V=R" = (x1,...,%,) € R™
Fiir jedes p mit 1 < p < oo wird eine Norm definiert durch

1

el = (3 lasl?)”

i=1
Speziell:
n
» 1-Norm: lzll1 = > |4l
=1
» oco-Norm:  ||z||co = max |z
i=1,...,n
1
n 2
» 2-Norm: |||z = (Z acf) (Euklidische Norm)
=1

Bemerkung: 2-Norm wird durch ein Skalarprodukt induziert.
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Grundlagen

Vektornormen

Einheitskreise in R?: {x € R? : ||z| = 1}

2
ey = ) |zl
=1

9 1/2
lalls = (Zw) B

=1

&

2 1/p
lzll, = (Z |ﬁ'3z‘|p) (1<p<o0)
=1

[zl = max |z;]
1<:i<2
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Grundlagen

Weitere Beispiele

“Endlich-dimensionaler Vektorraum” beinhaltet nicht nur R™:

Die Menge
m .
0l 5= {Zait"ai € R}
1=0
ist ein R-Vektorraum der Dimension m + 1.

Die Monome M;(t) :=t*, i = 0,...,m, dienen als Basis.

[VekMatNorm-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Grundlagen

Weitere Beispiele

“Endlich-dimensionaler Vektorraum” beinhaltet nicht nur R™:

Die Menge
m .
0l 5= {Zait"ai € R}
1=0
ist ein R-Vektorraum der Dimension m + 1.

Die Monome M;(t) :=t*, i = 0,...,m, dienen als Basis.

Unendlich-dimensionaler Vektorraum: V- = C°(I), I = [a,b] C R, mit
Norm

1

P

b
1£llp = / | (2)|Pda
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Grundlagen

Satz 2.10

Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V sind alle Normen
aquivalent, d.h. zu je zwei Normen

.

« und
beschrankte, positive Konstanten ¢ und C, so dass

.

«x EXistieren

cllvfl« < [lv]lex < Cllvlls, firallev eV

[VektorNorm-03]/1
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Grundlagen

Satz 2.10

Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V sind alle Normen
dquivalent, d.h. zu je zwei Normen || - ||« und || - ||+« existieren
beschrankte, positive Konstanten ¢ und C, so dass

cllvfl« < [lv]lex < Cllvlls, firallev eV

Sei V. = R™, dann gilt
[zlloo < llzll2 < ll2llx
und
Izllz < vnllzlle
zlls < vnllzll2

lzllx < nllzlloo

[VektorNorm-03] /2
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Grundlagen

Lineare Abbildungen und Operatornormen

X und Y lineare normierte Rdume (iiber R) mit Normen || - || x, || - ||

Eine Abbildung £ : X — Y heilt linear, falls fiir x, 2 € X und
a,3 € Rgilt

L(ax + Bz) = aLl(x) + BL(z)

Eine Matrix B € R™*™

- (b aJ)z_] =1 —

entspricht der Abbildung B : R® — R™, Bz = >

b;, mit b; die
j=1 T50;,
j-te Spalte der Matrix B.

[Abbildung-01]
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Grundlagen

Lineare Abbildungen und Operatornormen

X = R™*! Y =TI, mit Basis {0, ..., dm}.

L(a) := Zaid)i, a € R™T?!
1=0

[Abbildung-02]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Grundlagen

Lineare Abbildungen und Operatornormen

X = R™*! Y =TI, mit Basis {0, ..., dm}.

Operatornorm

Sei L : X — Y eine lineare Abbildung.
1£()|ly
I£llx—y := sup ————
z20 |zl x
Wichtige Eigenschaft:
I£(@)lly < [£llx-yllellx, firal e X
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Grundlagen

Matrixnormen

Lineare Abbildung in Form einer Matrix, dann Matrixnorm:=Operatornorm.

Definition

Sei A € R™*™ und || - || eine Norm auf R™, dann ist durch

|| x|
Al = o = sup ||Az||
o Nzl llell=1

eine dazugehdrige Matrixnorm definiert.

Beachte
Definition gilt entsprechend auch fiir A € R™*™,

Die induzierte Matrixnorm || A|| ist die kleinste Zahl ¢, so dass gilt
|Az|| < c||x|| fir alle z € R"™.
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Grundlagen

Matrixnormen

Lineare Abbildung in Form einer Matrix, dann Matrixnorm:=Operatornorm.

Sei A € R™*™ und || - || eine Norm auf R™, dann ist durch

|| || _
sup || Az||

Al = =
o Nzl llell=1

eine dazugehdrige Matrixnorm definiert.

Es gilt:
> ||A|| > 0, und ||A]| = O nur wenn A = 0.
> Firallea € R: ||a A|| = |a| ||A]l
» Dreiecksungleichung:
1A + BIl < A + |IBI
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Grundlagen

Matrixnormen

Lineare Abbildung in Form einer Matrix, dann Matrixnorm:=Operatornorm.

Sei A € R™*™ und || - || eine Norm auf R™, dann ist durch

|| x|
Al = = sup ||Az||
o Nzl llell=1

eine dazugehdrige Matrixnorm definiert.
und:

> || Az|| < [|Al (||l

> ||AB| < [|A]l ||B]|

> ||l =1
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Grundlagen

Matrixnormen

Aus der Definition ergeben sich folgende Formeln fiir A € R™X™:

» 1-Norm: (max. Spaltensumme)

Al = max 3" ay

seeesTl g —1
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Grundlagen

Matrixnormen

Aus der Definition ergeben sich folgende Formeln fiir A € R™X™:

» 1-Norm: (max. Spaltensumme)

Al = max 3" ay

geeesb g —1
» oo-Norm: (max. Zeilensumme)

n
|Allc = max 3 |a
=1,...,m j=1
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Grundlagen

Matrixnormen

Aus der Definition ergeben sich folgende Formeln fiir A € R™X™:

» 1-Norm: (max. Spaltensumme)

m
|All1 = max 3’ |ai]
Jj=L..mn ;=1

» oo-Norm: (max. Zeilensumme)

n
|Allc = max 3 |a
1= ,...,mj=1

» 2-Norm: (Spektralnorm)
IAll2 = V Amax (AT A)

wobei Amax(AT A) der groRte Eigenwert von AT A ist.
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Grundlagen

Matrixnormen

) 2 -3\ .
Fir A = <1 1 ) ergibt sich:
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Grundlagen

Matrixnormen

) 2 -3\ .
Fir A = <1 1 ) ergibt sich:

[Ali =4 JAle =5, 42 =/} (15+5v5)
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Grundlagen

Matrixnormen

) 2 -3\ .
Fir A = <1 1 ) ergibt sich:

[Ali =4 JAle =5, 42 =/} (15+5v5)

5 —5

L T A
denn die Eigenwerte von A* A = (_5 .

) kann man uber

det(ATA - AI)=0<= (5—A)(10—-)X) —25=0

bestimmen und damit

M=3(15-5V8), 2 =1(15+5V5).

[MatrixNorm-03]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 2




Grundlagen

Landau-Symbol

Landau-Symbol O

Betrachte zwei Funktionen g, h : R — R. Wir verwenden die Notation
g(x) =0 (h(zx)) (z— zo)
wenn es Konstanten C' > 0 und § > 0 gibt, so dass gilt:

lg(x)| < Clh(x)], Va mit |z — xo| < 6

» Anschauliche Bedeutung
g wachst nicht wesentlich schneller als h (in einer Umgebung von xg)

» Definition gilt entsprechend auch fiir g, h : R™ — R™.
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Grundlagen
Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

Taylor-Entwicklung (von f um xg)
Fir hinreichend oft differenzierbares f : R — R gilt

(2)
F@) = f@o) + @) (@ —z0) + T @ )t 4
£ (ay) o
Ha @ P et

wobei & eine Zahl zwischen x und xq ist.

£ () ist die n-te Ableitung von f an der Stelle zq.
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Grundlagen
Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

Taylor-Polynom vom Grad k — 1 in x¢

) (x
pea@) = f@o) + (@) (@ —w0) + T2 (@ — )2
F& Y (@o) _
+...+T1);)(m—wo)k 1.
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Grundlagen
Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

Taylor-Polynom vom Grad k — 1 in x¢

) (x
pea@) = f@o) + (@) (@ —w0) + T2 (@ — )2
F& Y (@o) _
+...+T1);)(w—wo)k 1.

» Fir kK = 1 erhalt man den Mittelwertsatz

F@) = @) _ e
r — I
wobei & eine Zahl zwischen @ und xg ist.

» Oft verwendete Darstellung
f(@) = pr—1(2) + O(|lz — zo|*) (= — o)

TaylorSkal-02]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 2
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Grundlagen
Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

Taylor-Polynom vom Grad k — 1 in x¢

(2)
pr—1(x) = f(xo) + f'(zo) (x — x0) + fT(mO)(-’U — x9)?
f(k:—l) (wo) -
+...+W(w—$0) .
» Fir k = 1 erhalt man den Mittelwertsatz
@) = $@0) _ ey
r — I

wobei & eine Zahl zwischen @ und xg ist.

» Oft verwendete Darstellung
f(@) = pr—1(2) + O(|lz — zo|*) (= — o)
Siehe auch Matlab-Demo 2.23.
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

Taylor-Reihenentwicklung 0., 1. und 2. Ordnung um &g = 0 von
f(z) = —0.1z2* — 0.1523 — 0.52% — 0.25x + 1.2

1.4

1.27

0.8}

0.61

0.4¢

0.2p

—8.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

Taylor-Reihenentwicklung 0., 1. und 2. Ordnung um &g = 0 von
f(z) = —0.1z2* — 0.1523 — 0.52% — 0.25x + 1.2

1.4

1.2

1,

0.8}

0.61

0.4¢

0.2p

—8.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

Taylor-Reihenentwicklung 0., 1. und 2. Ordnung um &g = 0 von
f(z) = —0.1z2* — 0.1523 — 0.52% — 0.25x + 1.2

1.4

1.2

1,

0.8}

0.61

0.4¢

0.2p

—8.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

Taylor-Reihenentwicklung 0., 1. und 2. Ordnung um &g = 0 von
f(z) = —0.1z2* — 0.1523 — 0.52% — 0.25x + 1.2

1.4

12— —

1,

0.8}

0.61

0.4¢

0.2p

—8.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(z) =e”

[TaylorSkal-G-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(z) =e”

Taylor-Pol. 0. Grades in 0: po(z) =1

[TaylorSkal-G-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(z) =e”

—
-

-3 -2 -1 0 1 2 3

Taylor-Pol. 1. Grades in 0: p1(z) =1+
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(z) =e”

2
Taylor-Pol. 2. Grades in 0: p2(xz) =1+ = + %
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(z) =e”

1} /
0 /

_1 L L L L

-3 -2 -1 0 1 2 3

2 3

Taylor-Pol. 3. Grades in 0: p3(x) =1+« + % + %
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(z) =e”

N

0

_1 L i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3

Taylor-Pol. 4. Grades in 0: =1 =L L
aylor-Pol. 4. Grades in 0: p4(x) = +$+§+§+Z
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(z) =e”

1—/

0

- 1 i L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3
2 3 4 5

Taylor-Pol. 5. Grades in 0: = ryr T,
aylor-Pol. 5. Gra e5|n0.p5(:1:)_1—|—:1:—|—§—|—§-|-Z_|_a
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(x) = sin(z)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

[TaylorSkal-G-03] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(x) = sin(z)

_3 L L L L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Taylor-Polynom 0. Grades in 0: po(z) = 0
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(x) = sin(z)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Taylor-Polynom 1. Grades in 0: p1(xz) =
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(x) = sin(z)

23 2 1 0 1 2 3 4
3
Taylor-Polynom 3. Grades in 0: pg(x) = = — m
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(x) = sin(z)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

3  xd
Taylor-Polynom 5. Grades in 0: ps(x) = = — 31 + =
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Skalare Funktionen

f(x) = sin(z)

%3 2 1 o0 1 2 3 a4
Taylor-Polynom 7. Grades in 0: R A
aylor-Polynom 7. Grades in 'p7($)_$_§+ﬁ_77

[TaylorSkal-G-03]/6 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Vektorwertige Funktionen

Taylor-Entwicklung (von f um x)
Fiir hinreichend oft differenzierbares f : R™ — R gilt

£@ = 1@+ 2 (@ w)
j=1 J
" 18%f(x) ,_ ) ~
mzz:l 2 9z:0; (& — 2:)(Z; — =) + O(||Z — =|3).
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Vektorwertige Funktionen

Taylor-Entwicklung (von f um x)
Fiir hinreichend oft differenzierbares f : R™ — R gilt

@ = f@+ > 200 Gy
j=1 9%

o

" 19%f(x) ; i
aamiéz (@ — :)(&; — 23) + O(|I& — @13)-

4,j=1

» Gradient: Vf(z) = <8f(x) 8f(w)>T

ey
oz ox,

0?2 "
> Hesse-Matrix: f”(x) = <8 f(;il?))
LiOTj /) ; 5=1

[TaylorVekt-01]/2
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Grundlagen

Taylor-Entwicklung: Vektorwertige Funktionen

Kompakte Schreibweise

(@) = fl@)+ (Vi)' (@-=)
+ 3@ — 2)Tf"(2)(@ — x) + O(||Z — z|)3).

oder

F(@) = f(@) + (Vf(@)" (& - z) + O(||2 — =|3).

Falls || — z|| < 1:
F(@) = f(2) + (V)" (& - =)

= : Terme hdherer Ordnung werden vernachlssigt.

[TaylorVekt-02] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Fehlerquellen

Fehler im Resultat auf Grund von

» Datenfehlern (oder Eingabefehlern)
= Kondition eines Problems

— kénnen hiufig nicht vermieden werden

[Kondition-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Fehlerquellen

Fehler im Resultat auf Grund von

» Datenfehlern (oder Eingabefehlern)
= Kondition eines Problems

— kénnen hiufig nicht vermieden werden

» Fehler(akkumulation) im Algorithmus (z.B. Rundungsfehler)
= Stabilitdt eines Algorithmus

— kann man beeinflussen durch Anpassung des Verfahrens

[Kondition-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Fehleranalyse: Kondition, Rundungsfehler, Stabilitat

Fehler in den Daten

Fehler im Resultat

Fehler im Algorithmus

[Kondition-02] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Kondition

Ziel: Analyse der Fehlerverstarkung bei Datenfehlern

Konzept der Kondition eines Problems

[Kondition-03] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Kondition

Ziel: Analyse der Fehlerverstarkung bei Datenfehlern

Konzept der Kondition eines Problems

Beachte: Kondition

» ist unabhangig von einem speziellen Losungweg (Algorithmus)

» gibt an, welche Genauigkeit man bestenfalls (bei exakter Rechnung)
bei gestorten Eingangsdaten erwarten kann.

[Kondition-03] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Kondition

Ziel: Analyse der Fehlerverstarkung bei Datenfehlern

Konzept der Kondition eines Problems

Beachte: Kondition

» ist unabhangig von einem speziellen Losungweg (Algorithmus)

» gibt an, welche Genauigkeit man bestenfalls (bei exakter Rechnung)
bei gestorten Eingangsdaten erwarten kann.

Wir fassen den “mathematischen Prozess” oder das “Problem” als Aufgabe
auf, eine gegebene Funktion

f: X—>Y

an einer Stelle £ € X auszuwerten.
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Kondition

Elementare Beispiele

» Die Berechnung der Multiplikation von @1 und xs:
f(z1,x2) = T1 22

und X =R2 Y =R.

[Elementare - Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Elementare Beispiele

» Die Berechnung der Multiplikation von @1 und xs:
f(x1,T2) = 21 22
und X =R2 Y =R.
» Die Berechnung der Summe von x1 und xs:
f(z1,T2) = 1 + x2

und X =R2 Y =R.

[ElementareBeispiele-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Elementare Beispiele

» Man bestimme die kleinere Nullstelle der Gleichung
Yy’ —2z1y + 22 =0,
mit :c% > xo. Die Losung y* ist

y* = f(z1,T2) = 1 — (/22 — T2

mit
X = {(z1,22) € R?|z2 > z2},

Y =R.

[ElementareBeispiele-02] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Elementare Beispiele

» Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden:
Gi = {(y1,y2) €ER? |a11y1 +a12y2 =1}
G: = {(y1,y2) ER? | az1y1 + az2y2 = ©2}

wobei (z1,z2)T € R? und a; j gegeben seien.

A= a1l a2
az1 az2

Ay = x.

Mit

ergibt sich
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Kondition

Elementare Beispiele

» Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden: (Fortsetzung)

Es gilt also
A - ((11,1 a1,2> . <y1> <CC1>
a1 azp2 Y2 T2

Annahme: detA # 0
Dann ist y durch
y=A"lx

gegeben. Also Auswertung der Funktion
flz) = A" a,

dh. X =Y = R2.
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Kondition

Begriff der Kondition

Ungestortes Problem

‘ Problem, Prozess ‘
\

N~~~ f
Eingabedaten

x e X >y y=f(z) €Y
—_———

Ausgabedaten

[Begriffkond-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Begriff der Kondition

Ungestortes Problem

‘ Problem, Prozess ‘
\

x e X »y=f(z) €Y
Eingabedaten Ausgabedaten

Gestortes Problem

‘ Problem, Prozess‘
I=z+ Az ; > g = f(2)

mit Eingabefehler Az =% — x
Ausgabefehler Ay =9 —y = f(&) — f(x)

[Begriffkond-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Begriff der Kondition

Ungestortes Problem

‘ Problem, Prozess ‘

T € X »y=f(z) €Y
Eingabedaten Ausgabedaten

Gestortes Problem

‘ Problem, Prozess‘
T =x+ Ax >y gy = f(&)

mit Eingabefehler Az =% — x
Ausgabefehler Ay

[
@
3
;"
8
N

Ziel: Verhiltnis Ausgabefehler Ay zu Eingabefehler Ax.
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Kondition

Begriff der Kondition

Arten von Fehlern

» absoluter Eingabefehler: ||Ax|| x

» absoluter Ausgabefehler: ||Ay||y

Az

» relativer Eingabefehler: 8, = w
Izl x
A

> relativer Ausgabefehler: §,, = l1Aylly
lylly

[BegriffKond-02] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Begriff der Kondition: skalare Funktion

Allgemein:
» absoluter Eingabefehler: ||Ax||x

» absoluter Ausgabefehler: ||Ay||y
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Kondition

Begriff der Kondition: skalare Funktion

x xT T
Allgemein:
> relativer Eingabefehler: 8, = ”“Am‘ﬁlx
> relativer Ausgabefehler: 6, = _””Aym'l:’
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Kondition

Begriff der Kondition

Definition

Mit der relativen Kondition eines (durch f beschriebenen) Problems
bezeichnet man das Verhaltnis

Oy

0z
des relativen Ausgabefehlers zum relativen Eingabefehler, d.h. die
Sensitivitdt des Problems unter Storungen der Eingabedaten.
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Kondition

Begriff der Kondition

Mit der relativen Kondition eines (durch f beschriebenen) Problems
bezeichnet man das Verhiltnis

dy

0z
des relativen Ausgabefehlers zum relativen Eingabefehler, d.h. die
Sensitivitdt des Problems unter Storungen der Eingabedaten.

» Absolute Kondition: Verhiltnis 12¥ly.
Az x

» Mit Kondition wird meistens die relative Kondition gemeint.

» Ein Problem ist umso besser konditioniert, je kleinere Schranken fiir
0y/0z (mit 6, — 0) existieren.
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Kondition

Taylorentwicklung 1. Ordnung

=Y

T T
) A
Relative / absolute Kondition: Verhiltnis —2 bzw. m
Oz lAz|x
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Kondition

Taylorentwicklung 1. Ordnung

=Y

T T
) A
Relative / absolute Kondition: Verhiltnis —2 bzw. m
Oz lAz|x
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Taylorentwicklung 1. Ordnung

) A
Relative / absolute Kondition: Verhiltnis —2 bzw. m
Oz lAz|x
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Kondition

Kondition: f: R — R

Taylor-Entwicklung 1. Ordnung von f um festes x

f(@) = f(z) + f(z) ( — =)
Daraus erhalt man die Kondition fiir

» f:R — R (Eingabe: Skalar, Ausgabe: Skalar)
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Kondition: f: R — R

Taylor-Entwicklung 1. Ordnung von f um festes x

f(@) = f(z) + f(z) ( — =)
Daraus erhalt man die Kondition fiir

» f:R — R (Eingabe: Skalar, Ausgabe: Skalar)

O I -y [E2
mit -
Krel(x) := |f (J:)%
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Kondition

Kondition: f : R® — R

Fir f : R™ — R lautet die Taylor-Reihenentwicklung 1. Ordnung

f(@&@) = f(z) + (Vi) - (2 — =)
mit

I

Ln
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Kondition: f : R® — R

Fir f : R™ — R lautet die Taylor-Reihenentwicklung 1. Ordnung

f(@&@) = f(z) + (Vi) - (2 — =)
mit

Hieraus folgt

f(@) —f@) . -~ (0f(x) = \ & —a,
fl@) ;( O f(-’B))

Ly
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Kondition

Kondition: f : R® — R

Mit den Verstarkungsfaktoren

b (x) = of(x) z;
J or; f(x)
erhalt man
(@) — f(x) . & Tj —
I@I@ 2y gy - B
f(:l:) j=1 N L

—_———
relativer Fehler Fehler- relativer Fehler
der Ausgabe verstarkung der Eingabe in x;
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Kondition

Kondition f : R® — R

Damit erhalt man die Kondition fiir

» f:R™ — R (Eingabe: Vektor, Ausgabe: Skalar)
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Kondition

Kondition f : R® — R

Damit erhalt man die Kondition fiir

» f:R™ — R (Eingabe: Vektor, Ausgabe: Skalar)

‘f(w) f(z )
f(z)

mit
krel(2) = kg (%) 1= max |¢; ()]
und den Verstarkungsfaktoren

b(x) = of(z) =

oz;  f(z)

wobei < entsprechend = zu verstehen ist.
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Kondition

Beispiel 2.26.

Gegeben sei

f:R—oR, f(z)=e3".
Relative Konditionszahl:
T
() ——
@) 5@

~ fir || klein/groB ist f gut/schlecht konditioniert.

Krel(x) = = 6 x2.

[Beispiel-2.26-01] /1
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Kondition

Beispiel 2.26.

Gegeben sei

f:R—oR, f(z)=e3".
Relative Konditionszahl:
T

f'(z) (@)

~ fir || klein/groB ist f gut/schlecht konditioniert.

Krel(x) = = 6 x2.

> z = 0.1, & = 0.10001: £, (0.1) = 6 - 102

T—x| __ —4
el =107t -

f@)—f@)| _ .10—"6
1 @] = 6.03-10

[Beispiel-2.26-01] /2
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Kondition

Beispiel 2.26.

Gegeben sei

f:RoR, f(z)=e*
Relative Konditionszahl:

Kral(x) = x = 6x2.
1(x) f()f() 6

~ fiir || klein/groR ist f gut/schlecht konditioniert.

> @ =0.1, & = 0.10001: K,(0.1) = 6 - 10~2
f@)—f@)| _ .10—"6
1 @] = 6.03-10

> =4, T = 4.0004: mrel(4) =96

T—x| __ —4
el =107t -

T—x

=9.65-10"3

[Beispiel-2.26-01] /3
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Kondition

Elementare Rechenoperationen

Kondition bei

» Multiplikation: = (x1,z2)T, f(x) = x1 =2
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Kondition

Elementare Rechenoperationen

Kondition bei
» Multiplikation: = (x1,z2)T, f(x) = x1 =2
Krel(x) = 1 (von x unabhingig!)

Multiplikation fiir alle Eingangsdaten gut konditioniert.
Ein dhnliches Resultat gilt fiir die Division.
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Kondition

Elementare Rechenoperationen

Kondition bei
» Multiplikation: = (x1,z2)T, f(x) = x1 =2
Krel(x) = 1 (von x unabhingig!)

Multiplikation fiir alle Eingangsdaten gut konditioniert.
Ein dhnliches Resultat gilt fiir die Division.

> Addition: x = (x1,z2)T, f(x) = z1 + x>
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Kondition

Elementare Rechenoperationen

Kondition bei
» Multiplikation: = (x1,z2)T, f(x) = x1 =2
Krel(x) = 1 (von x unabhingig!)

Multiplikation fiir alle Eingangsdaten gut konditioniert.
Ein dhnliches Resultat gilt fiir die Division.

> Addition: x = (x1,z2)T, f(x) = z1 + x>

L1 T2

9

|

Krel() = max
1+ 2| |T1 + X2

Bei zwei Zahlen mit gleichem Vorzeichen: k.o < 1.

ABER: Kye() > 1 wenn 1 = —x3.
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Kondition

Beispiel 2.29 (Nullstelle)

Bestimmung der kleineren Nullstelle y* von y? — 21y + 22 = 0:
= (z1,22)", y*=f(z) =21 — V2] — 22

» Partielle Ableitungen

of(z) \/m%—mz—ml_ —y*

Yy
oxq \/ac% — o \/w% — T2
1

f(x) _
Oz 2\/x? — x2
> Verstarkungsfaktoren
of(x) x;

¢j(x) = oz; (@)
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Kondition

Beispiel 2.29 (Nullstelle)

> Verstarkungsfaktoren

E3

-y 1 —T1
(@) = e S
1 T2 1 1
b2(z) = —Fm— = ¢1()

2 x%—xz y* 2 2

> Kondition: Krel(z) = max |¢;(x)]
J
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Kondition

Beispiel 2.29 (Nullstelle)

> Verstarkungsfaktoren

E3

-y 1 —T1
(@) = e S
1 T2 1 1
b2(z) = —Fm— = ¢1()

2\/z2 —zy Y* 2 2
> Kondition: Krel(z) = max |¢;(x)]
J

Kondition hangt stark von der Stelle (z1, x2) ab:
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Kondition

Beispiel 2.29 (Nullstelle)

> Verstarkungsfaktoren

E3

-y 1 —T1
(@) = e S
1 T2 1 1
b2(z) = —Fm— = ¢1()

2 x%—xz y* 2 2

> Kondition: Krel(z) = max |¢;(x)]
J
Kondition hangt stark von der Stelle (z1, x2) ab:

» Wenn 2 < 0:  |¢p1(x)] < 1und krei(z) <1
> Wenn z2 = x3: |p1(x)| > 1 und Kra(z) > 1
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Kondition

Kondition: f : R — R"”, f linear

Sei f = B € R™*"™, mit det B # 0, also

y = f(z) = Bz

bzw. fiir gestorte Daten
y=f(x) =Bz
und damit

f(@) — f(x) = Bt — Bx = B(&x — x)
x =B 1y

[KonditionRn2Rn-01]
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Kondition

Kondition: f : R — R"”, f linear

Wegen ||z|| = |B~ 'yl < 1Byl gilt
If(@) — f(x)ll _ ||B(@— ) _1y 12—
= <|B|| - I1B7Y| ———
| f ()l llyll — |
k(B)
wobei

k(B) = ||B| - |1B!||
die Konditionszahl der Matrix B ist.
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Kondition

Kondition: f : R — R"”, f linear

Wegen ||lz]| = ||B~y|| < [|IB |||yl gilt
If(@) — f(x)ll _ ||B(@— ) _1y 12—
= <|B|| - I1B7Y| ———
Ilf (@)l llyll — |
x(B)
wobei

k(B) = ||B| - |1B!||
die Konditionszahl der Matrix B ist.

Beachte:
k(B) = k(B™1) hingt nur von der Matrix B (und der Norm || - ||) ab.
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Kondition

Beispiel 2.34.

Die Bestimmung des Schnittpunkts der Geraden
Ju; +1.001upy = 1.999
6u; +1.997Tu, = 4.003.

(fast parallel!) ergibt das Problem u = A~1b mit
3 1.001 1.999
A= (6 1.997) b= (4.003) '

u=(4):

Die Losung ist
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Kondition

Beispiel 2.34.

Die Bestimmung des Schnittpunkts der Geraden
Ju; +1.001upy = 1.999
6u; +1.997us = 4.003.
(fast parallel!) ergibt das Problem u = A~1b mit
3 1.001 1.999
A= (6 1.997) b= (4.003) '

Die Losung ist

Also: f : R2 — R2, f(x) = A 1z.
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Kondition

Beispiel 2.34. Kondition bei Bestimmung eines

Schnittpunktes
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Kondition

Beispiel 2.34.

Effekt einer Stérung in b:

= (252), oz s,

4
Man erhilt
1 -1 1.997 —1.001 - 0.4004
A = ) u =
0.015 —6 3 0.8
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Kondition

Beispiel 2.34.

Effekt einer Stérung in b:
i (%), aman
Man erhalt

A1 — -1 /1.997 —1.001 - _ (04004
~0.015 \ —6 3 ’ —\ 0.8

Wir betrachten die Maximumnorm:

2]l = [|#]loo = max |2;].
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Kondition

Beispiel 2.34.

Es gilt
» Stérung der Daten
16 —bllc 3-1073

— ~7.5-10"%
16|00 4.003

» Anderung des Resultats

i — 1.8
o= ule 18 g

Il oo 1

Schlechte Kondition wird quantifiziert durch
|Alloo |A™ oo = 4798.2.
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Kondition

Kondition einer Basis

Sei V ein linearer normierter Raum mit Basis ® = {¢1,..., ¢n}. Die
Koordinaten-Abbildung ist durch

L:R* =V, L(a)=) aidi
i=1
gegeben.

Es gilt

min {C/|c| | |e|llall < I Y aj¢jllv < Cllal| ¥ a € R"}

j=1
= k(L) = [|[L]lgrsv L7 v orn

[KonditionBasis-01] Dahmen-Reusken
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Kondition

Kondition einer Basis

Annahmen: || - ||v entspricht (v, <)y, und || - || := || - ||2 auf R™.
Gram-Matrix:  Gyj := (¢s, ¢j)v, 1<1,5 <mn,

definiert. Es gilt k(L) = /k2(G).

[KonditionBasis-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Kondition

Kondition einer Basis

Gram-Matrix

Annahmen: || - ||v entspricht (v, <)y, und || - || := || - ||2 auf R™.
Gram-Matrix: Gy := (¢4, ¢j)v, 1<1,j <n,
definiert. Es gilt k(L) = \/k2(G).

Sei V = I1,,,, mit Dimension n := m + 1, Skalarprodukt
(f,9)v := f(;l f(t)g(t) dt und die Basis ¢;(t) = t'~1, i =1,...n.

1
itj—1
Diese Matrix G wird Hilbert-Matrix genannt. Sie hat eine (sehr) groRe
Konditionszahl, z.B. 3.75 - 1016 fiir n = 12.

[KonditionBasis-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Zahlendarstellungen: Beispiel 2.40.

Wir betrachten als Beispiel die Zahl 123.75:
» Dezimalsystem (Basis 10)

123.75
=1-1024+2-10'+3-10°+7-10'+5.1072

=103(1-1014+2.1024+3.1034+7-10%+5.107%)

[Beispiel-2.40-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Zahlendarstellungen: Beispiel 2.40.

Wir betrachten als Beispiel die Zahl 123.75:
» Dezimalsystem (Basis 10)
123.75
=1-10°4+2-10' +3.10°+7-10"' +5.1072
=103(1-1014+2.1024+3.1034+7-10%+5.107%)
» Bindrsystem (Basis 2)
123.75
=1-264+1.254+1.2*41.2240-224+1.2" +1.2°
+1.214+1.272
=2"(1-2'4+1.224+1.2%+1.2%4+0-2°4+1-.2°
+1-2741.2841.279)
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Zahlendarstellung

Seien b € N, b > 1, fest gewahlt. Jedes x € R, & # 0, l3sst sich in der
Form

0 .
=+ djb7 | b
f=il

darstellen, mit d; € {0,1,...,b — 1}, d1 # 0, und e eine ganze Zahl.

[Zahlendarstellung-01] /1
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Zahlendarstellung

Seien b € N, b > 1, fest gewahlt. Jedes x € R, & # 0, l3sst sich in der
Form

w .
=+ djb7 | b
j=1

darstellen, mit d; € {0,1,...,b — 1}, d1 # 0, und e eine ganze Zahl.

» Dezimalsystem (Basis b = 10)
123.75 = 0.12375 - 103

[Zahlendarstellung-01] /2
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Zahlendarstellung

Seien b € N, b > 1, fest gewahlt. Jedes x € R, & # 0, l3sst sich in der
Form

w .
=+ djb7 | b
j=1

darstellen, mit d; € {0,1,...,b — 1}, d1 # 0, und e eine ganze Zahl.

» Dezimalsystem (Basis b = 10)
123.75 = 0.12375 - 103

» Binirsystem (Basis b = 2)
123.75 = 0.111101111 - 2111

[Zahlendarstellung-01]/3
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Zahlendarstellung

Seien b € N, b > 1, fest gewahlt. Jedes x € R, x # 0, lasst sich in der
Form

w .
=+ djb7 | b
j=1

darstellen, mit d; € {0,1,...,b — 1}, d1 # 0, und e eine ganze Zahl.

» Dezimalsystem (Basis b = 10)

123.75 = 0.12375 - 103
» Binirsystem (Basis b = 2)

123.75 = 0.111101111 - 2111
» Dezimalsystem (Basis b = 10)

1 = 0.33333..... - 10°

[Zahlendarstellung-01] /4

Dahmen-Reusken

Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Normalisierte Gleitpunktdarstellung

Floating Point Representation:
r = :tO.dldz...dm-be

= =+ (f djb—j> - be
Jj=1

wobei

» Basis b € N\{1}

[Norm-Gleitpunkt-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Normalisierte Gleitpunktdarstellung

Floating Point Representation:
r = :tO.dldz...dm-be

= =+ (f djb_j> .- be
Jj=1
wobei

» Basis b € N\{1}
» Exponente € Z mitr <e< R

[Norm-Gleitpunkt-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Normalisierte Gleitpunktdarstellung

Floating Point Representation:
r = :tO.dldz...dm-be

= =+ (f djb—j> - be
Jj=1

wobei
» Basis b € N\{1}
» Exponente € Z mitr <e< R
» Mantisse f = £0.d1d>...dm, d; € {0,1,...,b— 1}
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Normalisierte Gleitpunktdarstellung

Floating Point Representation:
r = :tO.dldz...dm-be

= =+ (f djb—j> - be
Jj=1

wobei
» Basis b € N\{1}
» Exponente € Z mitr <e< R
» Mantisse f = £0.d1d>...dm, d; € {0,1,...,b— 1}

» Mantissenldnge m

[Norm-Gleitpunkt-01]/4 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Normalisierte Gleitpunktdarstellung

Floating Point Representation:
r = :tO.dldz...dm-be

= =+ (f djb—j> - be
Jj=1

wobei

» Basis b € N\{1}

» Exponente € Z mitr <e< R

» Mantisse f = £0.d1d>...dm, d; € {0,1,...,b— 1}
» Mantissenldnge m

» Normalisierung: dy # 0 fiir x # 0

[Norm-Gleitpunkt-01]/5 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Maschinenzahlen

Nur endliche Anzahl von Zahlen darstellbar:
m .
r==+ Zdjb_J -b%, r<e<R
=1

= Maschinenzahlen M(b, m, r, R).
BetragsmiRig kleinste bzw. groBte Zahl in Mi(b, m, r, R): T\in, Tyax-

[Maschinenzahl-01]/1
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Maschinenzahlen

Nur endliche Anzahl von Zahlen darstellbar:
m .
r==+ Zdjb_J -b%, r<e<R
=1

= Maschinenzahlen M(b, m, r, R).
BetragsmiRig kleinste bzw. groBte Zahl in Mi(b, m, r, R): T\in, Tyax-

Reduktionsabbildung fl : D — M(b, m, r, R)

Firz € D := [_xMAX’ _mMIN] U [mMIN’ mMAX]

Sy dibI) - b falls dipt1 < 2,
S dibI b—m) - b° falls dymy1 > 2,

d.h. die letzte Stelle der Mantisse wird um eins erhoht bzw. beibehalten,
falls die Ziffer in der nachsten Stelle > g bzw. < % ist.

fi(x) := +

[Maschinenzahl-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 2




Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

wI\‘IIN und wMAX

» BetragsmaRig kleinste (# 0) Zahl:
di=1,dy=+-=dmn=0e=7: xyn=0>b""
» Betragsmilig grolbte Zahl:

d=---=dn,=b—1;e=R: wMAx:(l_b_m)'bR

[MaxMinZahl]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

wI\‘IIN und wMAX

» BetragsmaRig kleinste (# 0) Zahl:
di=1,dy=+-=dmn=0e=7: xyn=0>b""
» Betragsmilig grolbte Zahl:
di=+-+=dn=b—1;e=R: zyx=(1—-b"m).bF
Partition R = D U Dijn U Dimax, mit
D := [—zMmax, —2ZMIN] U [2MINs TMAX]s Dmin = (—2MIN, £MIN),
Dmax 1= (—OO, _xMAX) @) (wMAXa OO)
T € Dpmax ¢ fl(z) := sign (x)oo

{0 falls || < %wMIN

T € Dpin ¢ (x) :=
i (@) sign(z)xyvin  falls |z| > %azMIN

[MaxMinZahl]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Maschinengenauigkeit — Beispiel

Gleitpunktdarstellung: b = 10, m = 6

T fl(z) )ng_x‘
1=0.33333333... 0.333333x10° | 1.0%10°°
V2 =1.41421356... 0.141421 % 101 25%10°°
e~ 10 = 0.000045399927...| 0.453999 %104 | 6.6 10"
e10 = 22026.46579... 0.220265 * 10° 1.6% 1076
A =01 0.100000 * 10° 0.0

Gleitpunktdarstellung: b = 2, m = 10

T fi(z) ‘W’
% 0.1010101011 %21 4.9%104
V2 | 0.1011010100 21 1.1x10"4
e~10| 0.1011111010% 27111 | 3.3x10°%
el0 | 0.1010110000 % 21111 | 484104
% 0.1100110011 x 211 2.4 %104

Dahmen & Reusken
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Maschinengenauigkeit

» Fiir den relativen Rundungsfehler erhalt man
‘ﬂ(m) —x

xr

b~ 1e 1-m
b b

— blpe 2

[Maschinengenauigkeit-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Maschinengenauigkeit

» Fiir den relativen Rundungsfehler erhalt man
‘ﬂ(m) —x

xr

b~ 1e 1-m
b b

— blpe 2

» Die (relative) Maschinengenauigkeit
bl—m

eps i=m= ——
P 2

charakterisiert das Auflésungsvermégen des Rechners, d.h.
eps = inf{d > 0 | (1 + J) > 1}

[Maschinengenauigkeit-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Maschinengenauigkeit

» Fiir den relativen Rundungsfehler erhalt man
‘ﬂ(m) —x

xr

b~ 1e 1-m
b b

— blpe 2

» Die (relative) Maschinengenauigkeit
bl—m

eps i=m= ——
P 2

charakterisiert das Auflésungsvermégen des Rechners, d.h.
eps = inf{d > 0 | (1 + J) > 1}

» Der Rundungsfehler e erfiillt |e| < eps und es gilt
fi(x) = x (1 + ¢).

[Maschinengenauigkeit-02] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Maschinengenauigkeit — Beispiel

Gleitpunktdarstellung: b = 10, m = 6 — eps = % x 1075

T fl(z) )ng_x‘
1=0.33333333... 0.333333x10° | 1.0%10°°
V2 =1.41421356... 0.141421 % 101 25%10°°
e~ 10 = 0.000045399927...| 0.453999 %104 | 6.6 10"
e10 = 22026.46579... 0.220265 * 10° 1.6% 1076
A =01 0.100000 * 10° 0.0

Gleitpunktdarstellung: b = 2, m = 10 — eps = 9.8 x 10~%

T fi(z) ‘W’
% 0.1010101011 %21 4.9%104
V2 | 0.1011010100 21 1.1x10"4
e~10| 0.1011111010% 27111 | 3.3x10°%
el0 | 0.1010110000 % 21111 | 484104
% 0.1100110011 x 211 2.4 %104

Dahmen & Reusken
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

|[EEE Standard

» Double-precision floating-point
64-bit Wort: 52 bits fiir f, 11 bits fiir e, 1 bit fiir das Vorzeichen

» Der Exponent e ist eine ganze Zahl im Intervall
—1022 < e < 1023

> In MATLAB:
Binary Decimal
eps 27(-52) 2.2204e-16
realmin 27(-1022) 2.2251e-308
realmax (2-eps)*271023  1.7977e+308

[IEEE-Standard-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Gleitpunktarithmetik

Exakte elementare arithmetische Operation von Maschinenzahlen
Maschinenzahl

b=10, m = 3:
0.346 - 102 4+ 0.785 - 102 = 0.1131 - 103 # 0.113 - 103
Ahnliches passiert bei Multiplikation und Division.

Exakte Arithmetik ~~ Gleitpunktarithmetik (Pseudoarithmetik),

z.B.: + ~ B.

[Pseudoarithmetik-01] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Gleitpunktarithmetik

Fir vV € {4+, —, -, +} gelte

z Q@ y=1f(zVy) firz,ye M(b,m,r, R).
Da fl(x) = « (1 + €), folgt somit, dass fir V € {4+, —, -, +}

xQ@y=(xVy 1 +e) firz,ye M(b,m,r, R)
und ein € mit |e| < eps gilt.

[Pseudoarithmetik-02] /1
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Gleitpunktarithmetik

Fir V € {4+, —, -, +} gelte
z Q@ y=11(xVy) firz,y € M(b,m,r, R).
Da fl(x) = « (1 + €), folgt somit, dass fir V € {+,—, -, =}
xQ@y=(xVy 1 +e) firz,ye M(b,m,r, R)
und ein € mit |e| < eps gilt.
Vorsicht bei Gleitpunktarithmetik:

» Grundlegende Regeln der Algebra, die bei exakter Arithmetik gelten,
sind nicht mehr giiltig.

» Reihenfolge der Verkiipfung spielt eine Rolle
(Assoziativitat der Addition geht verloren).

[Pseudoarithmetik-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2




Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Assoziativgesetz

Beispiel 2.45

Zahlensystem mit b = 10, m = 3. Maschinenzahlen
x = 6590 = 0.659-10%
y = 1 = 0.100-10!
z = 4 = 0.400-10!

Exakte Rechnung:
(x+vy)+2z=(y+ z) +x = 6595.

[Beispiel-2.45-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Assoziativgesetz

Beispiel 2.45

Zahlensystem mit b = 10, m = 3. Maschinenzahlen
x = 6590 = 0.659-10%
y = 1 = 0.100-10!
z = 4 = 0.400-10!

Exakte Rechnung:
(x+vy)+2z=(y+ z) +x = 6595.
Pseudoarithmetik:
@y =0.659-10* und (x P y) D2z = 0.659-10%
aber
y®z=0.500-10' und (y@®z)®z=0.660- 104

[Beispiel-2.45-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Distributivgesetz

Fiir b =10, m = 3,z = 0.156 - 102 und y = 0.157 - 102
(x—y)-(zx—y) = o0.01
(roy)®(x6y) = 0.100-1071

aber

(zz)0 (YO (¥ox)® (y®y) =—0.100 - 101,

[Beispiel-2.46-01] Dahmen-Reusken Kapitel 2




Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Ausloschung

Beispiel 2.47

Betrachte
x = 0.73563, y = 0.73441, x= — y = 0.00122.
Bei 3-stelliger Rechnung (b = 10, m = 3, eps = % X 1072):
z = fi(x) =0.736, |d] = 0.50-10"3
gy = fl(y) =0.734, |6,] = 0.56-1073

Die relative Stérung im Resultat:

F—1q) — (x — 0.002 — 0.00122
(—9) —( y)‘:‘ _
]

T — 0.00122
also sehr groR im Vergleich zu 6, .

Dahmen-Reusken Kapitel 2
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Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Zusammenfassung Gleitpunktarithmetik

(zQy) — (zVy)
(xVy)

Die relativen Rundungsfehler bei den elementaren Gleitpunktoperationen
sind < eps, wenn die Eingangsdaten «, y Maschinenzahlen sind.

Seps, m,yEM, Ve {+,_7 'a+}

Sei f(x,y) = xVy, z,y €R, V € {4, —, +, =} und K, die relative
Konditionszahl von f. Es gilt

ve{-,+}: ka<1 firallez,uy,
Vef{+,—}: ka>1 wenn |zVy| < max{|z|,|y|}

Sehr grole Fehlerverstarkung bei +, — moglich (Ausléschung).

[Zusammen-Gleitpunkt] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

In Matlab:
> u=0.3/0.1

Gleitpunkt-G Dahmen-Reusken



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

In Matlab:
> u=0.3/0.1

» Das Ergebnis ist nicht gleich 3, da Zahler etwas kleiner als 0.3 und
Nenner etwas groBer als 0.1.

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

In Matlab:
> u=0.3/0.1

» Das Ergebnis ist nicht gleich 3, da Zahler etwas kleiner als 0.3 und
Nenner etwas groBer als 0.1.

> a=2 p=a+2; b—a=0

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-01] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

In Matlab:
> u=0.3/0.1

» Das Ergebnis ist nicht gleich 3, da Zahler etwas kleiner als 0.3 und
Nenner etwas groBer als 0.1.

> a=2 p=a+2; b—a=0

» Die relative Differenz zwischen a und b is kleiner als eps

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

In Matlab:
> u=0.3/0.1

» Das Ergebnis ist nicht gleich 3, da Zahler etwas kleiner als 0.3 und
Nenner etwas groBer als 0.1.

> a=2 p=a+2; b—a=0

» Die relative Differenz zwischen a und b is kleiner als eps
» Es gibt keine Maschinenzahl zwischen 2190 ynd 2100 4 248

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-01] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

In Matlab:
> u=0.3/0.1

» Das Ergebnis ist nicht gleich 3, da Zahler etwas kleiner als 0.3 und
Nenner etwas groBer als 0.1.

> a=2 p=a+2; b—a=0

» Die relative Differenz zwischen a und b is kleiner als eps
» Es gibt keine Maschinenzahl zwischen 2190 ynd 2100 4 248

P> eps/3+eps/3+1-1= 2.220446049250313e-16
eps/3+1+eps/3-1=10

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-01] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

In Matlab:
> u=0.3/0.1

» Das Ergebnis ist nicht gleich 3, da Zahler etwas kleiner als 0.3 und
Nenner etwas groBer als 0.1.

> a=2 p=a+2; b—a=0

» Die relative Differenz zwischen a und b is kleiner als eps
» Es gibt keine Maschinenzahl zwischen 2190 ynd 2100 4 248

P> eps/3+eps/3+1-1= 2.220446049250313e-16
eps/3+1+eps/3-1=10

> Assoziativgesetz gilt nicht

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-01] /7 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

> Auswerten der Funktion f(z) =1 —x (21 — 1)

Exakt: f(x) = l—majﬁcﬁ =0 firallex >0
Auswertung in Matlab:

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiele

> Auswerten der Funktion f(z) =1 —x (21 — 1)

Exakt: f(x) = l—m%ﬁ =0 firallex >0
Auswertung in Matlab:

-13
1.5 210 ‘ ‘ ‘ :

15 . . . .
0 200 400 600 800 1000

Gleitpunkt-G Dahmen-Reusken



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiel: Polynom 7. Grades

Matlab Plot

x = 0.988 : 0.0001 : 1.012;
y=(x—1)77;
plot(x,y)

x10

6.5985 0.99 0.995 1 1.005 1.01 1.015

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-03] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Beispiel: Polynom 7. Grades

Matlab Plot
x = 0.988 : 0.0001 : 1.012;
y=x"7T—T7T%x76+4+21%xx"5—35*x"4
+35%x73 —21 % x72 47 xx — 13

plot(x,y)

x10

oSO P N W bd O

0985 0.99 0.995 1 1.005 1.01 1.015

[Matlab-Bsp-Gleitpunkt-G-03a] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Stabilitat

Ein Algorithmus heilt gutartig oder stabil, wenn die durch ihn im Laufe der
Rechnung erzeugten Fehler in der GroRenordnung des durch die Kondition

des Problems bedingten unvermeidbaren Fehlers bleiben.

[Stabilitaet-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Stabilitat

Ein Algorithmus heilt gutartig oder stabil, wenn die durch ihn im Laufe der
Rechnung erzeugten Fehler in der GroRenordnung des durch die Kondition

des Problems bedingten unvermeidbaren Fehlers bleiben.

» Kondition ist Eigenschaft des Problems
> Stabilitat ist Eigenschaft des Verfahrens/Algorithmus
= Wenn ein Problem schlecht konditioniert ist, kann man nicht erwarten,

dass eine numerische Methode (ein stabiler Algorithmus) gute Ergebnisse
liefert.

[Stabilitaet-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Stabilitat

Definition

Ein Algorithmus heilt gutartig oder stabil, wenn die durch ihn im Laufe der
Rechnung erzeugten Fehler in der GroRenordnung des durch die Kondition
des Problems bedingten unvermeidbaren Fehlers bleiben.

» Kondition ist Eigenschaft des Problems
> Stabilitat ist Eigenschaft des Verfahrens/Algorithmus
= Wenn ein Problem schlecht konditioniert ist, kann man nicht erwarten,

dass eine numerische Methode (ein stabiler Algorithmus) gute Ergebnisse
liefert.

Ziel: Numerische Methode soll Fehlerverstarkung nicht signifikant weiter
vergroBern

[Stabilitaet-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.50

Bestimmung der Losung u™* von

y? —2a1y +az =0

fir a1 = 6.000227, az = 0.01.

Algorithmus |

[Beispiel-2.50-01] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.50

Algorithmus |
u* = f(a1,a2) = a1 — /a2 — ax.
In Gleitpunktarithmetik mit b =10, m = 5 (eps = % . 10_4):

4* = 0.90000 - 103

Exakte Lésung:
u* = 0.83336 - 1073

[Beispiel-2.50-02] /1
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Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.50

Algorithmus |

u* = f(a1,a2) = a1 — /a2 — ax.

In Gleitpunktarithmetik mit b =10, m = 5 (eps = % . 10_4):

4* = 0.90000 - 103

Exakte Lésung:
u* = 0.83336 - 1073

» Problem ist fiir diese Eingangsdaten a1, ag gut konditioniert.
» Durch Algorithmus erzeugte Fehler sind sehr viel groBer als der
unvermeidbare Fehler.

= Algorithmus | ist nicht stabil

Ursache: Ausldéschung
[Beispiel-2.50-02] /2
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Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.50

Bestimmung der Lésung «* von
y? —2a1y +az =0

fir a1 = 6.000227, az = 0.01.

Algorithmus Il (Alternative)

az

u* = >

a; ++/aj —az

Y1 = ai-ax
— Y2 = Y1 — a2
— Y3 = /Y2
— Y4 = a1+yYs3
— u* = 22

Ya

[Beispiel-2.50-03] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.50

Algorithmus

az
ai + \/a% — as
In Gleitpunktarithmetik mit b = 10, m = 5 (eps = % . 10_4):
a* = 0.83333-1073

Exakte Ldsung:
u* = 0.83336 - 1073

» Gesamtfehler bleibt im Rahmen der Maschinengenauigkeit.
» Ausléschung tritt nicht auf.

= Algorithmus Il ist stabil

[Beispiel-2.50-04]
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Stabilitdt eines Algorithmus

Rickwartsstabilitat

Wunsch: Auswertung von f : X — Y
Wirklichkeit: berechnetes Ergebnis f : X — Y

wobei f # f aufgrund von
» Rundungsfehlern (Maschinengenauigkeit),
» Gleitpunktarithmetik.

[RueckStabil] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2




Stabilitdt eines Algorithmus

Rickwartsstabilitat

Wunsch: Auswertung von f : X — Y
Wirklichkeit: berechnetes Ergebnis f : X — Y

wobei f # f aufgrund von
» Rundungsfehlern (Maschinengenauigkeit),
» Gleitpunktarithmetik.
Das Ziel B
1f(z) = F@) _
1f (@)l

O (eps)

ist zu ehrgeizig.

Grund: Wenn Problem f schlecht konditioniert ist, werden Datenstérungen
um Kondition k > 1 des Problems verstarkt.

[RueckStabil] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Rickwartsstabilitat

Ein Verfahren zur Berechnung von f () liefert als Ergebnis f(x).

Definition
Das Verfahren heift riickwarts stabil, wenn
F(z) = f(2)

fiir ein & mit ”x”;—”i” = O(eps) .

= Ein riickwarts stabiler Algorithmus gibt die exakte Lésung des Problems
mit nahezu richtigen Eingabedaten (d.h. ¢ — & = (1 + €), |e| < eps).

[RueckStabil-01] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Rickwartsstabilitat

Wird ein riickwarts stabiler Algorithmus zur Lésung des Problems f mit
Kondition x(x) angewendet, so gilt

1F@) = F@I _
@I e
Beweis:
1F@) — 1@ _ 1@ = 1@l _ 13—l
I1f ()] | f ()] ~ |||
o(eps)

[RueckStabil2-01] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Rickwartsstabilitat

Was haben wir gemacht?

Fehler im Algorithmus wurden

[RueckStabil2-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Rickwartsstabilitat

Was haben wir gemacht?

Fehler im Algorithmus wurden

zuriickgespiegelt auf Fehler in den Daten.

[RueckStabil2-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Rickwartsstabilitat

Was haben wir gemacht?

Fehler im Algorithmus wurden

zuriickgespiegelt auf Fehler in den Daten.

Konsequenz:
Fehler in f(x) = f(&) ist unvermeidbar, wegen Kondition von f.

[RueckStabil2-02] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 2




Stabilitdt eines Algorithmus

Riickwartsanalyse

fexakt]
exakte Daten x f(x)

Fehler f(a:\; — f(&):

Kondition des Problems

~N

f = fInumerisch]

f[exakt]

L\
L4

gestorte Daten &

F(@) = f()

[RueckStabilAna-01] Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.54: Summation ist riickwarts stabil

Geg.: Maschinenzahlen &1, x2, @3, Maschinengenauigkeit eps.
Ges.: Summe S = (x1 + ®2) + 3.

Man erhalt

S = ((x1 4 @2) (1 + €2) + x3) (1 + €3)
mit |e;| < eps, 1 = 2,3.

[Beispiel-2.54-01] /1 Dahmen-Reusken

Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.54: Summation ist riickwarts stabil

Geg.: Maschinenzahlen &1, x2, @3, Maschinengenauigkeit eps.
Ges.: Summe S = (x1 + ®2) + 3.

Man erhalt
S = (1 + @2) (1 + €2) + x3) (1 + €3)
mit |e;| < eps, 1 = 2,3.
Daraus folgt
S=x1(1+e2)(1+es)+a2(1+e2)(1+es)+a3(1l+es)
=x1(1+e2+e3) +x2(1+e2+e3)+x3(1+e3)
=1 (1 +01) +x2 (1 + 62) + =3 (1 + I3)

wobei

[01] = [d2| = |e2 + €3] < 2eps, [d3] = |e3| < eps

[Beispiel-2.54-01] /2
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Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.54: Summation ist riickwarts stabil

Es gilt
S =21 (14 81) +z2 (1 + d2) + z3 (1 + d3)
=: 1 + T2 + Z3,
wobei

|01] = |02] = |e2 + €3] < 2eps, [d3] = |es]| < eps

= Fehlerbehaftetes Resultat S als exaktes Ergebnis zu gestorten
Eingabedaten &; = x;(1 + ;).

[Beispiel-2.54-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.54: Summation ist riickwarts stabil

Es gilt
S =1 (1+61) +z2(1+d2) + 3 (1 + J3)
=: 1 + T2 + Z3,

wobei

|01] = [02| = le2 +e3| < 2eps, 03] = |e3| < eps
= Fehlerbehaftetes Resultat S als exaktes Ergebnis zu gestorten
Eingabedaten &; = x;(1 + ;).
Der durch Rechnung bedingte Fehler ist hdchstens

Lj—Tj
Tj

- 3
GFD] < ma) 3

3
< Keel(®) Y 165 < Kret() 5eps.
Jj=1

[Beispiel-2.54-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.54

Der fiir die Summation f(x) = f(x1,z2,x3) = 1 + T2 + =3
unvermeidbare Fehler ist
f(@) — f(z)
F(x)

i o— s
= < K'rel(w)'?’ €ps,

< K/rel(x) Z

wenn Daten hdchstens mit Maschinengenauigkeit gestdrt werden
(i = z:(1 + €), |e] < eps).

3

[Beispiel-2.54-03] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 2



Stabilitdt eines Algorithmus

Beispiel 2.54

Der fiir die Summation f(x) = f(x1,z2,x3) = 1 + T2 + =3
unvermeidbare Fehler ist
f(@) — f(z)
F(x)

i o— s
= < K'rel(w)'?’epsa

< K/rel(x) Z

wenn Daten hdchstens mit Maschinengenauigkeit gestdrt werden
(i = z:(1 + €), |e] < eps).

3

= Berechnung von S ist ein stabiler Algorithmus

[Beispiel-2.54-03] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 2



	Grundlagen
	Kondition
	Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik
	Stabilität eines Algorithmus

