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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Motivation

Problemstellungen (Auswahl)

» Diskretisierung von Integralgleichungen und gewéhnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen.
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Motivation

Problemstellungen (Auswahl)
» Diskretisierung von Integralgleichungen und gewéhnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen.

» In der linearen Ausgleichsrechnung entsteht auf natiirliche Weise ein
lineares Gleichungssystem (Normalgleichungen, siehe nichstes
Kapitel).
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Motivation

Problemstellungen (Auswahl)

» Diskretisierung von Integralgleichungen und gewéhnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen.

» In der linearen Ausgleichsrechnung entsteht auf natiirliche Weise ein
lineares Gleichungssystem (Normalgleichungen, siehe nichstes
Kapitel).

» Zur Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems werden oft
Linearisierungsverfahren, wie z.B. das Newton-Verfahren, eingesetzt.
Bei so einem Verfahren ergibt sich eine Reihe von linearen
Gleichungssystemen (siehe libernichstes Kapitel).
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Motivation

Problemstellungen (Auswahl)

» Diskretisierung von Integralgleichungen und gewéhnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen.

» In der linearen Ausgleichsrechnung entsteht auf natiirliche Weise ein
lineares Gleichungssystem (Normalgleichungen, siehe nichstes
Kapitel).

» Zur Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems werden oft
Linearisierungsverfahren, wie z.B. das Newton-Verfahren, eingesetzt.
Bei so einem Verfahren ergibt sich eine Reihe von linearen
Gleichungssystemen (siehe libernichstes Kapitel).

Wahl des Lésungsverfahrens hangt vom Problem ab
» diinnbesetztes vs. vollbesetztes Gleichungssystem
» Strukur (Tridiagonal-, Bandmatrizen)
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.6

Gesucht u(x), das eine Differentialgleichung vom Typ

—u”(z) + Mz)u(z) = f(z), =€][0,1],

mit den Randbedingungen

u(0) =u(l) =0

erfiillt (Randwertaufgabe).

[Beispiel-3.6-01] /1

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.6

Gesucht u(x), das eine Differentialgleichung vom Typ
—u”(z) + Mz)u(z) = f(z), =€][0,1],
mit den Randbedingungen
u(0) =u(l) =0
erfiillt (Randwertaufgabe).

Diskretisierung (Gitterpunkte)

z; =j3h, j=0,...,n, h=

1
)
n
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.6

Ableitung — Differenzenquotienten (Taylorentwicklung)

h2 h3
u(zj + h) = u(z;) + hu'(z;) + QU"(%) + ?u”l(wj) + O(h%),

2 3
wlg — h) = ueg) — bl (2;) + 3w (a5) = o ;) + O(hY),

Daraus folgt sofort

u(zj + h) — 2u(z;) + u(z; — h) = h®u"(z;) + O(h?),
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.6

Es gilt also
u(z;j + h) — 2u(zx;) + u(z; — h) = h*u”(z;) + O(h?),

und somit

W) = 1 [u(es41) = 2ulag) + u(z; )] + O(K?).

D.h., bis auf Terme 2. Ordnung in der Schrittweite h entspricht die
2. Ableitung einem Differenzenquotienten.
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.6

Diskretisierung:

wjp1 — 2uj + uj_q .
- hzﬂ : +)‘(mj)uj:f(93j), j=1...,n—1,

zusammen mit den Randbedingungen ug = u,, = 0.
Fiir kleines h, also groBes n:

uj = u(x;).
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.6

Gleichungssystem in Matrixform:

ain —1 0 ... 0 u f1
-1 azz -1 . : Uz fo
0 -1 . 0 =
-1 Up_2 fn—2
O -~ 0 -1 apn-1,n-1 Up—1 fn—1

a;; =2+ h2)\(m,~)
fi = h*f(x;)
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.7

Gesucht u(x), das die Integralgleichung

1
u(x) + 2/0 cos(xt)u(t)dt =2, =z € [0,1]

erfiillt.
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.7

Gesucht u(x), das die Integralgleichung

1
u(x) + 2/0 cos(xt)u(t)dt =2, =z € [0,1]

erfiillt.

Diskretisierung (Gitterpunkte)

.1 .
tj=<j—2)h, j=1,...,n, h=
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.7

Ann3herung des Integrals (Mittelpunktsregel):
1 n
| rwae=ny s
j=1

,F(®)

t1 t2 i3
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel 3.7

Gleichung nur in den Punkten & = t; betrachten.
Gleichungssystem fiir u; ~ u(t;):
n
u; + 2h Z cos(titj)uj =2, t1=1,...,n.
j=1

In Matrixform ergibt sich

% + cos(t1t1) cos(titz) --- cos(tity) uy 1
cos(tatq) % + cos(tat2) cos(taty) uz | _1]1
cos(tity) cee % ~+ cos(tntn) Uy, 1

[Beispiel-3.7-03]
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Beispiel: Netzwerkanalyse

— Kirchhoffsche Gesetze:
R Ry (IV} R 1. “Maschenregel”
- H
> U =0
(ry L (my| |m k
¥e) HRo i HR~ 2. “Knotenregel”
E S I, =0
&

RiI, + Rx(Iy — I2) =

Ry(Iz — Ii) + R3(I2 — I4) + (R4 + Rs)(I2 — I3) =
(Ry+ Rs5)(Is — I2) + Re(I3 — I4) + R7Iz =

R3(I4 — I2) + Rgly + Re(I4 — I3) =

o o o
S
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

— Kirchhoffsche Gesetze:
R’ Ry (V) gy 1. “Maschenregel”
- H S U = 0
@ L@ | F
¥e) H Ry i H Ry 2. “Knotenregel”
B S I, =0
k
Ri+R, R, 0 0 Ll v,
-Ry Ry+R3+Ry+Rs -Ry;— Ry -R3 Li_|0
0 -Ry-Rs Ry+ Rs+ Re + Ry —Rg I3 0
0 —R3 —Rg Rs+ Rs+ Rg| |14 0

» Lineares Gleichungssystem: Ax = b

» Hier Sonderfall: A symmetrisch, d.h. A = AT
(tritt haufig bei Modellierung physikalischer Systeme auf!)
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Problemstellung

Notation:

R™X™ ist die Menge der (m X n)-Matrizen

mit Eintragen
aij € R.

[Problemstellung-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Problemstellung

Zu gegebenem A € R™*™ und b = (by,...,bn)T € R™ bestimme ein

T = (wl,"',mn)T ER”7

so dass
a1y + - + arprTn = by
Qn,1 L1 9F c°o° =F Ap,n Tn = bn
bzw. kurz
Ax =1b
erfiillt.
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Geometrische Interpretation Az = b (n = 3)

az L2

2
3a’1/
4

L1
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Geometrische Interpretation Az = b (n = 3)

4 0 0
A=1|1 2 1 3
0 0 3
2ras
2 b
b= (3.5 11
3
0.5 1 2 3 4 5 —
as o
=T = ? ! O.5a1
? 2
3a’1/
4
T
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Geometrische Interpretation Az = b (n = 3)

4 0 0
A=11 2 1 3
00 3
21as
2 b
b= |3.5 .
3
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Geometrische Interpretation Az = b (n = 3)

4 0 0
A=11 2 1 3
00 3
21as
2
b= [3.5 . b7 H.oas
3

[Geometrischelnterpet-G-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Bemerkung 3.1

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A € R™X"™:
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Bemerkung 3.1

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A € R™X"™:

» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung © € R™.
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Bemerkung 3.1

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A € R™X"™:

» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung © € R™.
» Die Matrix A hat vollen Rang n.
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Bemerkung 3.1

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit

A € RX7.
» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung © € R™.
» Die Matrix A hat vollen Rang n.

» Das homogene System Ax = 0 hat nur die triviale Lésung « = 0.
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Bemerkung 3.1

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit

A € R™X™:
» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung © € R™.
» Die Matrix A hat vollen Rang n.
» Das homogene System Ax = 0 hat nur die triviale Lésung « = 0.
> Es gilt detA # 0.
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Lineare Gleichungssysteme Einleitung

Bemerkung 3.1

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit

A € R™X™:
» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung © € R™.
» Die Matrix A hat vollen Rang n.
» Das homogene System Ax = 0 hat nur die triviale Lésung « = 0.
> Es gilt detA # 0.

A heiBt reguldr oder nichtsinguldr, wenn detA # 0.

Annahme: Wir nehmen bei der Losung linearer Gleichungssysteme stets
an, dass detA # 0 gilt.
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Stérung in der rechten Seite b

Seien b # 0 und  + Az die Losung von A(x + Axz) = b+ Ab. Dann

gilt:
|| || _%»—* ||b||

w1 (A)
wobei
R (A) = A7 (A
die (relative) Konditionszahl der Matrix A (bzgl. || - ||) ist.

[StoerungRechteSeite-01] /1
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Stérung in der rechten Seite b

Seien b # 0 und  + Az die Losung von A(x + Axz) = b+ Ab. Dann

gilt:
laz]| llas]|

< lATY] 1Al
el| T ———— bl
)11 (A)

wobei
k) (A) = A7 (1Al
die (relative) Konditionszahl der Matrix A (bzgl. || - ||) ist.

Der relative Fehler der Lésung 1aRt sich durch das Vielfache

K(A) = K (A) = [[AT - || A]]

des relativen Fehlers der rechten Seite (Eingabedaten) abschatzen.

[StoerungRechteSeite-01] /2 Dahmen-Reusken
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Lineare Gleichungssysteme

Stérung in A und b

Kondition und Stdrungssitze

Satz 3.12
Sie « + Ax die Ldsung von

(A+ AA)(z + Axz) = b+ Ab.

Falls b # 0 und
k(A) 1AA] <1
Al
gilt, folgt fiir den relativen Fehler
[Az] _ x(A) <||AA|| " ||Ab||>
= AA A )
ol = 1 () IAAT VAT ™ o

[StoerungAundb-01]
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Stérung in A und b

Falls

[AA] —1
k(A)——== = [[AT7] - laA] <1
Al ’

beschreibt die Konditionszahl k(A) auch maBgeblich den Effekt der
Storungen in den iibrigen Eingabedaten.
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

Gegeben seien
3 1.001 1.999
A= (6 1.997)’ b= <4.003> ’

sowie die gestorten Daten
2.002
4 .

% 3 1
A= (6 1.997)’
Aufgabe: Schatzen Sie den relativen Fehler in der Lésung ab.

o
Il
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Lineare Gleichungssysteme ition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A
. —1 (1.997 —1.001
~0.015\ —6 3
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A
_1_ —1 /1997 —1.001
~ 0.015 < —6 3 )
und damit erhalten wir
A7 oo = 600, [|Alloc = 7.997

[Beispiel-3.14-02] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A
A-1 —1 <1.997 —1.001>

~ 0.015 \ —6 3

und damit erhalten wir
A" |loo = 600, ||Allcc = 7.997 = Koo(A) = 4798.2.

2. Schritt: Abschitzen der Stérungen

[Beispiel-3.14-02] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A

4-1_ —1 (1997 —1.001
0.015 —6 3
und damit erhalten wir

A" |loo = 600, ||Allcc = 7.997 = Koo(A) = 4798.2.

2. Schritt: Abschitzen der Stérungen

- 0 —-0.001
AA_A—A_<O 0 )
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A

4-1_ —1 (1997 —1.001
0.015 —6 3
und damit erhalten wir

A" |loo = 600, ||Allcc = 7.997 = Koo(A) = 4798.2.

2. Schritt: Abschitzen der Stérungen

0 —-0.001

AA:A—A:(O 0

) = ||[AA| s = 0.001,
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A

4-1_ —1 (1997 —1.001
0.015 —6 3
und damit erhalten wir

A" |loo = 600, ||Allcc = 7.997 = Koo(A) = 4798.2.

2. Schritt: Abschitzen der Stérungen

AA=A—- A= (g _06001> = ||AA]|e = 0.001,
- 0.003
Ab=b-b= <—0.003>
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A

4-1_ —1 (1997 —1.001
0.015 —6 3
und damit erhalten wir

A" |loo = 600, ||Allcc = 7.997 = Koo(A) = 4798.2.

2. Schritt: Abschitzen der Stérungen

0 —-0.001
0 0

0.003
—0.003

AA=A—- A= ( ) = ||AA]|e = 0.001,

Ab:B-b:( ) = ||Ab||eo = 0.003.
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A

4-1_ —1 (1997 —1.001
0.015 —6 3
und damit erhalten wir

A" |loo = 600, ||Allcc = 7.997 = Koo(A) = 4798.2.

2. Schritt: Abschitzen der Stérungen

AA=A—- A= (g _06001> = ||AA]|e = 0.001,

~ 0.003
Ab=b—-b= <_0.003> = ||Ab||cc = 0.003.
3. Schritt: Aus Satz 3.12 ergibt sich
A
l1AZ{loo < 10.49.
[EA[ISS
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.14

Ap— (3 1001\ (1 _ (1.999)
—\6 1.997) \—-1) = \4.003) =7

ds_ (3 1 0.2229\ _ (2.002) _;
=16 1.997)\1.3333) =\ a4 )=

ergibt sich der tatsichliche relative Fehler

sowie

[AZ]|oo

~ 2.333
[P

gebeniiber dem geschitzten Wert von 10.49.

[Beispiel-3.14-03] Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Bemerkung

In einer Maschine mit Maschinengenauigkeit eps:
|AA] |Ab|
—— <eps und —— < eps
| Al ]|

[Bemerkung-3.13-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Bemerkung

In einer Maschine mit Maschinengenauigkeit eps:

|AA] |Ab|
—— <eps und —— < eps
| Al ]|

Nach Satz 3.12 ist wegen der Kondition des Problems
(A,b) >z =A"1b
—— ———
Eingabe Ausgabe

der unvermeidliche Fehler durch
| Azl

]l

= O(k(A) eps)
gegeben.

[Bemerkung-3.13-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Residuum als Mals fiir Genauigkeit

Gegeben:
» Gleichungssystem Ax = b

» Naherungslosung &.

Das Residuum 7:
r:=0b— AZ.

» Residuum ist ohne Kenntnis der Losung « berechenbar
> r=0& ==

[ResiduumMassGenauigkeit-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Residuum als Maf fiir Genauigkeit

Frage

Wie aussagekréftig ist die GroRe des Residuums in Bezug auf den
tatsachlichen Fehler?

[ResiduumMassGenauigkeit-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Residuum als Mals fiir Genauigkeit

Wie aussagekréftig ist die GroRe des Residuums in Bezug auf den
tatsachlichen Fehler?

Fiir die Norm des Residuums im Vergleich zu der des Fehlers gilt:

17l IIw—iII (A )IITII
IIbII_ [zl 1ol

K(A)T

= hangt wieder von der Konditionszahl ab.

Die GroBe des Residuums ||7|| kann ein schlechtes MaR fiir den Fehler sein,
falls die Konditionszahl x(A) groR ist.

[ResiduumMassGenauigkeit-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.15

. 3 1.001
_ T _ _
Seib=(3,6)" und A = <6 1.997) (koo (A) = 4798.2).
Exakte Losung: = = (1,0)T.
Fiir die Anndherungen
- {0.99684 . _ (1.000045
= \0.00949)° ¥~ \0.000089)"

gilt

[Beispiel-3.15-01] /1
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.15

3 1.001
Cp T _
Seib=(3,6)" und A = <6 1.997

Exakte Losung: = = (1,0)T.

> (Koo (A) = 4798.2).

Fiir die Anndherungen
- {0.99684 &= 1.000045
*=10.00949 )’ ~ 10.000089 )
|7]loc = IIb — AZ||oo = 1.95- 1077,
[Flloc = [|b — AZ||oo = 4.48 - 1072,

Die Norm des Residuums fiir & ist also viel kleiner als fiir &:
17]lco < ||P]]oo-

gilt

[Beispiel-3.15-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.15

3 1.001
Cp T _
Seib=(3,6)" und A = <6 1.997

Exakte Losung: = = (1,0)T.

> (Koo (A) = 4798.2).

Fiir die Anndherungen
- 0.99684 . 1.000045
v (0.00949) = <0.000089>’
|7]|loc = ||b — AZ||oo = 1.95 - 1073,
1#]loc = ||b — AZ||oo = 4.48 - 1074,
Die Norm des Residuums fiir & ist also viel kleiner als fiir &:
17]lo0 < [1#]] 0o

Der Fehler in & ist aber viel groler als in &:
|Z — Z|lco = 9.49-1073 > || — Z||co = 8.90 - 1073,

gilt
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Zeilenskalierung

Forme das Gleichungssystem Ax = b in ein dquivalentes Systems

um, wobei D, die Diagonalmatrix D, = diag(ds,...,d,) bezeichnet.

Ziel: Wahle D, so, dass die Konditionszahl der Matrix A,e, (wesentlich)
kleiner ist als die der Matrix A.

[Zeilenskalierung-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Zeilenskalierung

Forme das Gleichungssystem Ax = b in ein dquivalentes Systems

um, wobei D, die Diagonalmatrix D, = diag(ds,...,d,) bezeichnet.

Ziel: Wahle D, so, dass die Konditionszahl der Matrix A,e, (wesentlich)
kleiner ist als die der Matrix A.

Sei D, die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrdgen definiert durch

—1
n

di = | ) lail

i=1

Die Matrix D, A nennt man (zeilen)skalierte Matrix.

[Zeilenskalierung-02]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Zeilenskalierung

Fiir die skalierte Matrix D, A gilt
> I(D:A);l =1 fir alle 4,
j=1

also sind die Betragssummen aller Zeilen gleich eins. Eine Matrix mit dieser
Eigenschaft heillt zeilenweise aquilibriert.

[Zeilenskalieru Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Zeilenskalierung

Fiir die skalierte Matrix D, A gilt

> I(D:A);l =1 fir alle 4,

j=1

also sind die Betragssummen aller Zeilen gleich eins. Eine Matrix mit dieser
Eigenschaft heillt zeilenweise aquilibriert.

Optimalitatseigenschaft

Koo(DzA) < kKoo(DA) fiir jede reguldre Diagonalmatrix D.

= Zeilenskalierung mit D, liefert die minimale Konditionszahl beziiglich
der Maximumnorm.

Insbesondere gilt Koo (D2 A) < Koo(A).

[Zeilenskalierung-03]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.18

Fur

8 10000
A=
50 —60

erhalt man Koo (A) = 201.2.

spiel-3.18-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.18

Fur

8 10000
A=
50 —60

erhalt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

[Beispiel-3.18-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.18

Fur

2
Zj:l la1,;l

8 10000 ———F > 10008
A=
50 —60

erhalt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

[Beispiel-3.18-01] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.18

Fur

2
Zj:l la1,;l

8 10000 ———F > 10008
A=
50 —60

erhalt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

[Beispiel-3.18-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.18

Fir )
> i1 laajl
8 10000 = 10008
A= 2 i
50 —60 Zamlazal g

erhalt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

[Beispiel-3.18-01] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.18

Fir )
> i1 laajl
8 10000 = 10008
A= 2 i
50 —60 Zamlazal g

erhalt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

[Beispiel-3.18-01] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Beispiel 3.18
Fir )
8 10000 Zizlendl 0008
A= 321 lasyl
50 —60 Z=1%%3 0 110

erhalt man Koo (A) = 201.2.

1
sooe= 0
D, = <10808 1 )
110

0.799-10~3 0.999 >

Mit der Diagonalmatrix

ergibt sich

D:A = ( 0.455  —0.545

und damit Koo (D, A) = 3.40.
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Zeilenskalierung

Ax = b — Zeilenskalierung — D, Ax = D.b.

Beachte: Die Fehlerverstirkung bzgl. Stérungen in den Daten b, A ist fiir
die Probleme

(b,A) > & =A"' und (D.b,D,A) -z = (D,A)"'D.b
dieselbe, d.h.,

die Aquilibrierung l3sst die Kondition des Problems selbst unverindert.

[Zeilenskalierung-04]/1 Dahmen-Reusken
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Lineare Gleichungssysteme Kondition und Stdrungssitze

Zeilenskalierung

Ax = b — Zeilenskalierung — D, Ax = D.b.

Beachte: Die Fehlerverstirkung bzgl. Stérungen in den Daten b, A ist fiir
die Probleme

(b,A) > x=A"' und (D.b,D.A) - x = (D,A)"'D.b
dieselbe, d.h.,
die Aquilibrierung l3sst die Kondition des Problems selbst unverindert.

Weshalb dann die Aquilibrierung?

Spater wird erklart, dass die Verstarkung von Rundungsfehlern in den
Losungsverfahren direkt mit der Konditionszahl der vorliegenden Matrix
zusammenhangt:

eine kleinere Konditionszahl hat einen giinstigen Effekt auf die Verstarkung
von Rundungsfehlern bei der Weiterverarbeitung der Matrix.

[Zeilenskalierung-04]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R".

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt =T y:

[Rechenaufwand-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R".

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt =T y: 2n — 1 Flop

[Rechenaufwand-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R"™.
Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt =T y: 2n — 1 Flop

» Dyadisches Produkt x y7:
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R"™.
Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt =T y: 2n — 1 Flop

» Dyadisches Produkt z yT: n2 Flop

[Rechenaufwand-01]/4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R"™.
Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt =T y: 2n — 1 Flop

» Dyadisches Produkt z yT: n2 Flop

» Matrix-Vektor Produkt A x:

[Rechenaufwand-01]/5 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R"™.
Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt =T y: 2n — 1 Flop

» Dyadisches Produkt z yT: n2 Flop

» Matrix-Vektor Produkt A x: 2n? — n Flop

[Rechenaufwand-01]/6 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R"™.
Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt =T y: 2n — 1 Flop

» Dyadisches Produkt z yT: n2 Flop

» Matrix-Vektor Produkt A x: 2n? — n Flop

» Matrix-Matrix Produkt A B:
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R"™.
Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt =T y: 2n — 1 Flop

» Dyadisches Produkt z yT: n2 Flop

» Matrix-Vektor Produkt A x: 2n? — n Flop

» Matrix-Matrix Produkt A B: 2n3 — n? Flop

[Rechenaufwand-01]/8 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R".

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt ™ y: 2n — 1 Flop O(n)
» Dyadisches Produkt  yT:  n2 Flop O(n?)
» Matrix-Vektor Produkt A x: 2n2 — n Flop O(n?)
» Matrix-Matrix Produkt A B: 2n3 — n? Flop O(n?)

Bei der Zdhlung der Rechenoperationen in einem Algorithmus werden nur
Terme hochster Ordnung gezihlt.
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Beispiel 3.20

Lose das Gleichungssystem R a = b, wobei

3 —1 2 0
R=|0 1 3|, und =1
0O 0 2 4

Die spezielle Struktur von R erlaubt eine einfache Lésung:

[Beispiel-3.20-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Beispiel 3.20

Lose das Gleichungssystem R a = b, wobei

3 —1 2 0
R=|0 1 3|, und =1
0O 0 2 4

Die spezielle Struktur von R erlaubt eine einfache Lésung:
r3 = 4/2 = 2

[Beispiel-3.20-01] /2
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Beispiel 3.20

Lose das Gleichungssystem R a = b, wobei

3 —1 2 0
R=|0 1 3|, und =1
0O 0 2 4

Die spezielle Struktur von R erlaubt eine einfache Lésung:
r3 = 4/2 = 2
o = 1—-3-2 = —5
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Beispiel 3.20

Lose das Gleichungssystem R a = b, wobei

3 —1 2 0
R=|0 1 3|, und =1
0O 0 2 4

Die spezielle Struktur von R erlaubt eine einfache Lésung:

xz3 = 4/2 = 2
o = 1-3:2 = -5
z; = 3(0—(-1)-(-5)—2-2)=-3

=> Ruckwartseinsetzen

[Beispiel-3.20-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Dreiecksmatrizen, Ruckwartseinsetzen

Eine Martix R = (74,5)7.;—; € R™*™ heit obere Dreiecksmatrix, falls

Ti =0 ﬁir’i>j
gilt.

Allgemeiner Fall:

ri,1T1 + Ti12®T2 + cee + TiaThn = b

r22T2 + cee + TenxTn, = b
Tn-1n-1Tn-1 + Tp_1nTn = bn—1

Tnn, Tn = b,

[DreiecksMatRueckwaerts-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Dreiecksmatrizen, Ruckwartseinsetzen

Da detR = 71,172,2 * * * Tn,n gilt, ist
Rx=b»

genau dann stets eindeutig |dsbar, wenn alle Diagonaleintrage 7 ;,
g =1,...,n, von Null verschieden sind.
Vorgehen:
» Beginnend bei der letzten Gleichung
Tn = bp/Tnn.

» Einsetzen von @, in die zweitletzte Gleichung

Tpn—1 = (bn—l - rn—l,nxn)/rn—l,n—l-

> ...

[DreiecksMatRueckwaerts-02] Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Dreiecksmatrizen, Ruckwartseinsetzen

Rickwartseinsetzen

Firj=n,n —1,...,2,1 berechne

n
zj=|bj— Y 7k /rj,j

k=j+1
wobei die Summe fiir 5 = n leer ist und als Null interpretiert wird.

Analog: untere Dreiecksmatrix L
> [ = (l'iyj)?i?;jzl (= R™X7™ mijt li,j =0firz < _]
» Eindeutig I6sbar, wenn l; ;, 7 = 1,...,n, von Null verschieden

» Vorwartseinsetzen

[DreiecksMatRueckwaerts-03] Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Rechenaufwand

Firjedesj=n—1,...,1:
1. n — j Multiplikationen | Additionen,
2. eine Division,

3. und fiir 5 = n eine Division.

Also insgesamt:

n—1
nn—1
> Z(n —J) = (2) Additionen | Multiplikationen,
i=1

» n Divisionen.

Rechenaufwand fiir Riickwartseinsetzen

ca. n2 Flop

[RechenaufwandDreieck-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

Eigenschaften

» Das Produkt von oberen (unteren) Dreiecksmatrizen ist wieder eine
obere (untere) Dreiecksmatrix.

» Die Inverse einer oberen (unteren) nichtsinguliren Dreiecksmatrix ist
wieder eine obere (untere) Dreiecksmatrix.

» Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gerade das Produkt aller
Diagonaleintrage.

» Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix sind gerade die Diagonaleintrage.

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe
Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Axz =0b.

[Matrixzerlegung-01] /1
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

[Matrixzerlegung-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

[Matrixzerlegung-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT, wobei D Diagonalmatrix

[Matrixzerlegung-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT, wobei D Diagonalmatrix
> QR-Zerlegung: A = Q R, wobei Q orthogonale Matrix

[Matrixzerlegung-01] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Gauls-Elimination: LR-Zerlegung

Die bekannteste Methode, das System
Az =0b (detA # 0)

auf Dreiecksgestalt zu bringen, ist die GauB-Elimination.
A=A1
® *

* X

Dahmen-Reusken Kapitel 3
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Lineare Gleichungssysteme

L R-Zerlegung

Gauls-Elimination: LR-Zerlegung

Die bekannteste Methode, das System

Az =0b (detA # 0)
auf Dreiecksgestalt zu bringen, ist die GauB-Elimination.
A=AD A®2)
@ * * | ok
* %
— AR
x % * 0] * *

[LRZerlegung-01]/2
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Gauls-Elimination: LR-Zerlegung

Die bekannteste Methode, das System
Az =0b (detA # 0)

auf Dreiecksgestalt zu bringen, ist die GauB-Elimination.

A= AW A®) A®)
* ok 0 *
N A2) — |0 *
E : A®)
. x % 0l % * 0 0] % *

[LRZerlegung-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme

L R-Zerlegung

Gauls-Elimination: LR-Zerlegung

Die bekannteste Methode, das System

Az =0b (detA # 0)
auf Dreiecksgestalt zu bringen, ist die GauB-Elimination.
A=AD A®2)
@ * * | ok
* %
- || A®
x % * 0] * *

> Eintrage der Matrix A®) werden mit al® notiert.

,J

» Der Eintrag agf]) (® oben) heifit Pivotelement.
» In entsprechender Weise ist auch die rechte Seite b umzuformen.

[LRZerlegung-01]/4

Dahmen-Reusken
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Lose das Gleichungssystem Ax = b, wobei

2 -1 -3 3 1
4 0 -3 1 -8
A=1¢ 1 16| " =114
2 5 4 1 12

mit Hilfe der GauB-Elimiation.

Wir benutzen die folgende Notation

2 1 -3 3|1
4 0 -3 1| -8
~ A= ¢ 1 1 6|.16
2 5 4 1]-12

[Beispiel-3.24-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Gaul-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
j=1 — 2 1 3 3|1
4 0 -3 1| -8
6 1 -1 6 |-16
-2 -5 4 1 |-12
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Gaul-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
j=1 — 2 1 3 3|1
4 0 -3 1| -8
6 1 -1 6 |-16
-2 -5 4 1 |-12

o =

NI

[Beispiel-3.24-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Gaul-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
j=1 — 2 1 3 3|1
0O 0 -3 1| -8
6 1 -1 6 |-16
-2 -5 4 1 |-12

o =

NI

[Beispiel-3.24-02] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1 — 2 -1 -3 3|1
b = 3 0 2 -3 1] -8

6 1 -1 6 |-16

2 5 4 1 |-12
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1 — 2 -1 -3 3|1
o = % 0 2 3 1/]-8

6 1 -1 6 |-16

2 5 4 1 |-12
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Gaul-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
j=1 — 2 1 3 3|1
0O 2 3 -5| -8
6 1 -1 6 |-16
-2 -5 4 1 |-12

o =

NI
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Gaul-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
j=1 — 2 1 3 3|1
0o 2 3 -5]-10
6 1 -1 6 |-16
-2 -5 4 1 |-12

o =

NI
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Gaul-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
j=1 — 2 1 3 3|1
0o 2 3 -5]-10
6 1 -1 6 |-16
-2 -5 4 1 |-12

£a1

NIO NI

£3,1
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Gaul-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
j=1 — 2 1 3 3|1
0o 2 3 -5]-10
0 1 -1 6 |-16
-2 -5 4 1 |-12

£a1

NIO NI

£3,1

[Beispiel-3.24-02] /9 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Gaul-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
j=1 — 2 1 3 3|1
0o 2 3 -5]-10
0 4 -1 6 |-16
-2 -5 4 1 |-12

£a1

NIO NI

£3,1
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

=1 —» /2 13 3|1
b = 3 0 2 3 -5|-10
2% s 0 8 6 |-16

-2 -5 4 1 |-12
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1 - /2 -1 -3 3|1
b1 = 3 0 2 3 -5|-10
2% s 0 -3 |-16

-2 -5 4 1 |-12

[Beispiel-3.24-02] /12 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1 —» /2 13 3|1
b = 3 0 2 3 -5|-10
2% s 0 -3 |-19

-2 -5 4 1 |-12

[Beispiel-3.24-02] /13 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
i=1

— 2 -1 -3 3] 1
b = 3 0 2 3 -5|-10
lgy = ¢ 0 4 8 -3|-19
£41 = 2 -5 4 1 |-12

[Beispiel-3.24-02] /14 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
i=1

— 2 -1 -3 3|1
b1 = 3 0 -5 | -10
tsy = 3 0 -3 |-19
£41 = 0 -5 4 1 |-12

[Beispiel-3.24-02] /15 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
i=1

— 2 -1 -3 3|1
b1 = 3 0 -5 | -10
tsy = 3 0 -3 |-19
£41 = 0 6 4 1 |-12

[Beispiel-3.24-02] /16 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
i=1

— 2 -1 -3 3|1
b1 = 3 0 -5 | -10
tsy = 3 0 -3 |-19
£41 = 0 6 1 1 |-12

[Beispiel-3.24-02] /17 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
i=1

— 2 -1 -3 3|1
b1 = 3 0 -5 | -10
tsy = 3 0 -3 |-19
£41 = 0 6 1 4]-12

[Beispiel-3.24-02] /18 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:

» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
i=1

— 2 -1 -3 3|1
b1 = 3 0 -5 | -10
tsy = 3 0 -3 |-19
£41 = 0 6 1 4]|-11

[Beispiel-3.24-02] /19 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10

lgy = ¢ 0 4 8 -3|-19

by = Z 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
j=2 2 1 3 3|1
— 3 -5 |-10

0
0 4 8 -3 |-19
0 -6 1 4 |-11

[Beispiel-3.24-02] /20 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10

lgy = ¢ 0 4 8 -3|-19

by = Z 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
j=2 2 1 3 3|1
— 0 3 -5 |-10

b3y = 3 0 4 8 -3|-19

0 6 1 4 |-11

[Beispiel-3.24-02] /21 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10

lgy = ¢ 0 4 8 -3|-19

by = Z 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
j=2 2 1 3 3|1
— 0 3 -5 |-10

l3o = 3 0 0 8 -3|-19

0 6 1 4 |-11

[Beispiel-3.24-02] /22 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10
tsy = 3 0 4 8 -3/[-19
by = 2 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
j=2 2 1 3 3|1
0o 2 3 -5 |-10
o o0 2 -3 |-19
0 -6 1 4 |-11

—
4
£32 = 3

[Beispiel-3.24-02] /23 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10
tsy = 3 0 4 8 -3/[-19
by = 2 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
j=2 2 1 3 3|1
0o 2 3 -5 |-10
0O 0 2 7 |-19
0 -6 1 4 |-11

—
4
£32 = 3

[Beispiel-3.24-02] /24 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10
tsy = 3 0 4 8 -3/[-19
by = 2 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
j=2 2 1 3 3|1
0o 2 3 -5 |-10
0O 0 2 7 1
0 -6 1 4 |-11

—
4
£32 = 3

[Beispiel-3.24-02] /25 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10

lgy = ¢ 0 4 8 -3|-19

by = Z 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
j=2 2 1 3 3|1
— 0 2 3 -5|-10

l3o = 3 00 2 7|1

lyy = 2 0 6 1 4 |-11

[Beispiel-3.24-02] /26 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b1 = 3 0 2 3 -5|-10
lgy = ¢ 0 4 8 -3|-19
by = 2 0 6 1 4/|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
1=2 2 -1 -3 3|1

— 0 2 3 -5|-10
l3o = 3 00 2 7|1
lyy = 2 0 0 1 4 |-11

[Beispiel-3.24-02] /27 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10
tsy = 3 0 4 8 -3/[-19
by = 2 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
1=2 2 -1 -3 3|1

— 0 2 3 -5|-10
l3o = 3 00 2 7|1
lyy = 2 0 0 10 4 |-11

[Beispiel-3.24-02] /28 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10
tsy = 3 0 4 8 -3/[-19
by = 2 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
1=2 2 -1 -3 3|1

— 0 2 3 -5|-10
l3o = 3 00 2 7|1
lyy = 2 0 0 10 -11 |-11

[Beispiel-3.24-02] /29 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

GauB-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (€;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢
3=1 — 2 -1 -3 3|1

b = 3 0 2 3 -5|-10
tsy = 3 0 4 8 -3/[-19
by = 2 0 6 1 4]|-11

» 2. Schritt: subtrahiere (€; 2 X Zeile 2) von Zeile ¢
1=2 2 -1 -3 3|1

— 0 2 3 -5|-10
l3o = 3 00 2 7|1
lyy = 2 0 0 10 -11 |-41

[Beispiel-3.24-02] /30 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 3 —5|—10

N o0 2 7|1

0 10 —11| —41

[Beispiel-3.24-03] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 3 —5|-10

— 0o 0 2 7 1

Ly = 2 0 0 10 —11]|-—41

[Beispiel-3.24-03] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5|-10

— 0o 0 2 7 1

Ly = 2 0 0 0 —11]|-41

[Beispiel-3.24-03] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5|-10

— o0 2 7 |1

by = 0 0 0 —46|—41

[Beispiel-3.24-03] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5/[-10

— o0 2 7 |1

by = 0 0 0 —46|—46

[Beispiel-3.24-03] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5/[-10
= (R]¢)
— o0 2 7 |1
by = 0 0 0 —46|—46

[Beispiel-3.24-03] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5/[-10
= (R]¢)
— o0 2 7 |1
by = 0 0 0 —46|—46

Wegen Ax = b < Rx = c liefert Riickwértseinsetzen die Losung

e=( . )T.

[Beispiel-3.24-03] /7 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5/[-10
= (R]¢)
— o0 2 7 |1
by = 0 0 0 —46|—46

Wegen Ax = b < Rx = c liefert Riickwértseinsetzen die Losung

T
w:(,,,l).

[Beispiel-3.24-03] /8 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5/[-10
= (R]¢)
— o0 2 7 |1
by = 0 0 0 —46|—46

Wegen Ax = b < Rx = c liefert Riickwértseinsetzen die Losung

T
a::( y , —3, 1) .

[Beispiel-3.24-03] /9 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5/[-10
= (R]¢)
— o0 2 7 |1
by = 0 0 0 —46|—46

Wegen Ax = b < Rx = c liefert Riickwértseinsetzen die Losung

T
a::( , 2,-3, 1) .

[Beispiel-3.24-03] /10 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5/[-10
= (R]¢)
— o0 2 7 |1
by = 0 0 0 —46|—46

Wegen Ax = b < Rx = c liefert Riickwértseinsetzen die Losung

= i 2,-3, 1 ’
T =|— — .
2 ) b 9

[Beispiel-3.24-03] /11 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

» 3. Schritt: subtrahiere (€;3 X Zeile 3) von Zeile %

j=3 2 -1 -3 3 | 1
0 2 3 —5/[-10
= (R]¢)
— o0 2 7 |1
by = 0 0 0 —46|—46

Wegen Ax = b < Rx = c liefert Riickwértseinsetzen die Losung

=(— 2,-3, 1
xr —= .
2 9 9 9
GauB-Elimination ohne Pivotisierung

» Bestimme (A|b) — (R]c)
> Lose Rz = c

[Beispiel-3.24-03] /12 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.24

Fiir die Matrix

2 -1 -3 3
4 0 -3 1
A=1g 1 1 ¢
2 5 4 1
gilt
A= LR,
wobei
1 0 00 2 .1 -3 3
2 1 0 0 0 2 3 -5
L=|g3 o9 1 ¢| W B=14 4 o2 7
1 35 1 0 0 0 -46

die bei der GauR-Elimination berechneten Dreiecksmatrizen sind.

[Beispiel-3.24-04] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

LR-Zerlegung

Ein bemerkenswertes “Nebenprodukt” der GauB-Elimination ist also eine
Faktorisierung von A in ein Produkt einer normierten unteren
Dreiecksmatrix L und oberen Dreiecksmatrix R.

Satz 3.26
Sind im GauB-Algorithmus stets alle Pivotelemente ungleich null, dann
erhalt man

A=LR,
wobei R eine obere Dreiecksmatrix und L eine normierte untere
Dreiecksmatrix ist.

[LRGauss-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

LR-Zerlegung

Ein bemerkenswertes “Nebenprodukt” der GauB-Elimination ist also eine
Faktorisierung von A in ein Produkt einer normierten unteren
Dreiecksmatrix L und oberen Dreiecksmatrix R.

Satz 3.26

Sind im GauB-Algorithmus stets alle Pivotelemente ungleich null, dann
erhalt man

A = LR,

wobei R eine obere Dreiecksmatrix und L eine normierte untere
Dreiecksmatrix ist.

» \Was passiert, wenn das Pivotelement identisch null ist?

» Was passiert, wenn das Pivotelement “sehr klein” ist?

[LRGauss-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Gauls-Elimination mit Spaltenpivotisierung

» Ein verschwindendes Pivotelement bedeutet nicht, dass das lineare
Gleichungssystem keine Ldsung besitzt.

» Bei verschwindendem Pivotelement ist das Vertauschen von Zeilen
notwendig.

» Selbst wenn das Pivotelement ungleich null, ist eine Vertauschung von
Zeilen angebracht, um die Stabilitdt der GauB-Elimination (bzw.
LR-Zerlegung) zu verbessern.

[GaussMitPivot-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Gauls-Elimination mit Spaltenpivotisierung

» Ein verschwindendes Pivotelement bedeutet nicht, dass das lineare
Gleichungssystem keine Ldsung besitzt.

» Bei verschwindendem Pivotelement ist das Vertauschen von Zeilen
notwendig.

» Selbst wenn das Pivotelement ungleich null, ist eine Vertauschung von
Zeilen angebracht, um die Stabilitdt der GauB-Elimination (bzw.
LR-Zerlegung) zu verbessern.

> Als Pivotelement wihlt man das betragsgrolte Element der jeweiligen
Spalte.

» Da man das j-te Pivotelement in der j-ten Spalte sucht, nennt man
diesen Vertauschungsvorgang Spaltenpivotisierung. Die Matrix sollte
zuvor dquilibriert werden.

[GaussMitPivot-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.28

Lose das lineare Gleichungssystem

e (- ()

[Beispiel-3.28-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.28

Lose das lineare Gleichungssystem
0.00031 1 1\ _ (-3
1 1 ) o -7
Mit I3 1 = 1/0.00031 ergibt die GauR-Elimination

0.00031 1 -3
(Rle) = s ]
— ' 7 0.00031

1

0 1- 0.00031
—0.3-101
0.9670-10% |~

und bei 4-stelliger Rechnung schlieBlich

0.31-101 1
(R |c) = 4
0 —0.3225-10

Riickwartseinsetzen liefert dann ...

[Beispiel-3.28-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.28

#1 ~ —0.6452 - 101, T, ~ —0.2998 - 101.

Exakte Rechnung ergibt sich allerdings
r1 = —4.00124..., x2 = —2.998759...,

d.h., &1 ist auf keiner Stelle korrekt.

[Beispiel-3.28-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.28

#1 ~ —0.6452 - 101, &5 ~ —0.2998 - 101.
Exakte Rechnung ergibt sich allerdings
xr1 = —4.00124..., x5 = —2.998759...,

d.h., &1 ist auf keiner Stelle korrekt.

Dieses Ergebnis ist unakzeptabel, weil die Kondition des Problems sehr gut
ist: Koo (A) = 4.00.

[Beispiel-3.28-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.28

#1 ~ —0.6452 - 101, &5 ~ —0.2998 - 101.
Exakte Rechnung ergibt sich allerdings
r1 = —4.00124..., x2 = —2.998759...,

d.h., &1 ist auf keiner Stelle korrekt.

Dieses Ergebnis ist unakzeptabel, weil die Kondition des Problems sehr gut
ist: Koo (A) = 4.00.

Nach Spaltenpivotisierung mit 4-stelliger Rechnung erhilt man
1 1 —0.7333 - 10!
(R |c) = 1
0 0.9997 | —0.2998 - 10
und damit

F1~ —4.001, #Fy~ —2.999,
also vollig akzeptable Werte.

[Beispiel-3.28-02] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Spaltenpivotisierung

Ziel: Vertauschen der Zeilen in Matrix A warend LR-Zerlegung.

» Auswirkung auf die LR-Zerlegung?

ng-G-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Spaltenpivotisierung

Ziel: Vertauschen der Zeilen in Matrix A warend LR-Zerlegung.

» Auswirkung auf die LR-Zerlegung?

1. Permutationsmatrix: Die Permutationsmatrix
P :(e™) ™) em(m)T,
entsteht aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen der Zeilen gemaR der
Permutation @ € S,,, wobei
» e’ den i-ten Basisvektor bezeichnet, und
» S, die Permutationen auf der Menge {1,...,n} bezeichnet.

Beispiel: 7 : {1,2,3} — {1,2,3} mit #(1) = 3, w(2) =1,
7(3) = 2 (oder m = (3,1, 2)) ist eine Permutation in Ss.

[Spaltenpivotisierung-G-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix

Sei P; ; die elementare Permutationsmatrix, die durch Vertauschen der
i-ten und j-ten Zeile der Einheitsmatrix I entsteht.

[Permutationsmatrix-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix

Sei P; ; die elementare Permutationsmatrix, die durch Vertauschen der
i-ten und j-ten Zeile der Einheitsmatrix I entsteht.

Beispiel

Fiir n = 4, ¢ = 2, j = 4 erhidlt man

1000
0001
Pra=10 01 0
0100

[Permutationsmatrix-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix

Sei P; ; die elementare Permutationsmatrix, die durch Vertauschen der
i-ten und j-ten Zeile der Einheitsmatrix I entsteht.

Beispiel

Fiir n = 4, ¢ = 2, j = 4 erhidlt man

1 0 0O
0 0 0 1
P2a=10 01 0
0100
Es gelten die folgenden Resultate
1 fir i — 4
detP; ; = ?r 1, '7.’
—1 fir < # 3,
und
Pl =pT

[Permutationsmatrix-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

100 100
A=(a 1 0| ud Py=[0 0 1| =PI, =Pp;;.
b oo 1 010
P2’3A

[PermutationsmatrixBsp-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 00 1 0 O
A=|a 1 0| und Pp3= [0 0 1| =Pf;=P;3.
b 0 1 01 0
1 00
P35 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0

[PermutationsmatrixBsp-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 00 1 0 O
A=|a 1 0| und Pp3= [0 0 1| =Pf;=P;3.
b 0 1 01 0
1 00
P35 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
APy3

9

[PermutationsmatrixBsp-01] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 00 1 0 O
A=|a 1 0| und Pp3= [0 0 1| =Pf;=P;3.
b 0 1 01 0
1 00
P35 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
1 00
APy3 = a 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Spalte
b 1 0

[PermutationsmatrixBsp-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 00 1 0 O
A=|a 1 0| und Pp3= [0 0 1| =Pf;=P;3.
b 0 1 01 0
1 00
P35 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
1 00
APy3 = a 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Spalte
b 1 0
P3AP;y = Py3APyg

[PermutationsmatrixBsp-01] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 00 1 0 O
A=|a 1 0| und Pp3= [0 0 1| =Pf;=P;3.
b 0 1 01 0
1 00
P35 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
1 00
APy3 = a 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Spalte
b 10
1 00
P2,3AP2_’?:,l = P,3AP;3=|b 1 0| = Vertauschen von a, b
a 0 1

[PermutationsmatrixBsp-01] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung

GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung ist fiir jede nicht- singulare
Matrix durchfiihrbar.

Satz 3.31

Zu jeder nichtsinguldren Matrix A existiert eine Permutationsmatrix P,
eine (dazu) eindeutige untere normierte Dreiecksmatrix L, deren Eintrage
samtlich betragsmiRig durch 1 beschrankt sind, und eine eindeutige obere
Dreiecksmatrix R, so dass

PA = LR.

Die Matrizen P, L und R ergeben sich aus der GauR-Elimination mit
Spaltenpivotisierung.
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Durchfiihrung der LR-Zerlegung

Skalierung und GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung

» Bestimme die Diagonalmatrix
D = diag(dy,...,d,),

so dass D A zeilenweise aquilibriert ist, d.h.

) —1
d; = Z'ai’kl , t=1,...,n.
k=1

» Wende GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung auf D A an.
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Durchfiihrung der LR-Zerlegung

Skalierung und GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung
» Bestimme die Diagonalmatrix
D = diag(dy, . . . ,dn),
so dass D A zeilenweise dquilibriert ist, d.h.

o —1
di=<2|ai,k|> 0 6=1gc00y0k
k=1

» Wende GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung auf D A an. Im
j-ten Schritt der GauB-Elimination wahlt man eine Zeile als Pivotzeile,
die das betragsmalig groBte Element in der ersten Spalte der
(n+1—j3) X (n+1—j) rechten unteren Restmatrix hat. Falls
diese Pivotzeile und die j-te Zeile verschieden sind, werden sie
vertauscht.
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Aufwand

» Zeilensummenberechnung: n(n — 1) Additionen.

» Berechnung der Skalierung: n Divisionen, n? Multiplikationen.
» Firj =1,2,...,n — 1, Berechnung der neuen Eintrige,
» in L: (n — j) Divisionen
» in R: (n — j)? Multiplikationen | Additionen
n—1 n—1
Dominierender Aufwand: 2 > (n —j)2 =2 Y j2 ~ n3/3.
j=1 =1

J J
Rechenaufwand 3.29

LR-Zerlegung iiber GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung kostet ca.

2

3
—n° Flo
3 p

Die Skalierung (falls nétig) kostet nur O (n?) Operationen.
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

Zeilenaquilibrierung

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

Zeilenaquilibrierung

1 50
A=|[2 2 2
2 0 2
1

§ 00

= D=(0 3 0

1

00 1%

= DA
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

Zeilenaquilibrierung

1 50
A=|2 2 2
2 0 2
1
5 00
= D=(0 3 0
1
0 0 3
1 5
s ¢ 7
2 0 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:

Vertauschung

DA

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1
DA Vertauschung 12 (l) i
3 3 3
s 6 O
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:

(=L L P

Vertauschung Elimination

DA

ol wik O
O Wik N

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:

(=L L P

Vertauschung Elimination

DA

ol wik O
O Wik N

Dahmen-Reusken Kapitel 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:

(=L L P

Vertauschung Elimination

DA

ol wik O
O Wik N

Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:

(=L L P

Vertauschung Elimination

DA

O Wi N=

ol wik O

Dahmen-Reusken Kapitel 3

WIN| N[

W= O

WIN N[ =




Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:

(=L L P

Vertauschung Elimination

DA

ol wik O
O Wik N

Dahmen-Reusken Kapitel 3

ol Ol N =

W= O

WIN N[ =




Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
15 g 1|5 1
6 6 3|16 6

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
15 1|5 1
6 6 3|16 6
2. Schritt:
Vertauschung

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
15 1|5 1
6 6 3|6 6
2. Schritt:
1 1
3 0 3
Vertauschung 115 1
3|6 6
_2 |1 2
3 3 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
15 1|5 1
6 6 3|16 6
2. Schritt:
1 1
3 0 3
Vertauschung 1]5 1 Elimination
3|6 6
2012
3 3 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
15 1|5 1
6 6 3|16 6
2. Schritt:
1 1 1 1
3 0 3 3 0 3
Vertauschung 1]5 1 Elimination
3|6 6
2012
3 3 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
15 9 15 1
6 6 3|16 6
2. Schritt:
1 1 1 1
3 0 3 3 0 3
Vertauschung 1]5 1 Elimination 1
3|6 6 "3
2012
3 3 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
1 5 9 115 1
6 6 3|6 6
2. Schritt:
1 1 1 1
3 0 3 3 0 3
Vertauschung 1]5 1 Elimination 115 1
3|6 6 3|16 6
201 2
313 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
1 5 9 115 1
6 6 3|6 6
2. Schritt:
1 1 1 1
3 0 3 3 0 3
Vertauschung 1]5 1 Elimination 115 1
3|6 6 3|16 6
201 2 _2
313 3 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
1 5 9 115 1
6 6 3|6 6
2. Schritt:
1 1 1 1
3 0 3 3 0 3
Vertauschung 1]5 1 Elimination 115 1
3|6 6 3|16 6
201 2 2 2
313 3 3 5

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
1 5 9 115 1
6 6 3|6 6

2. Schritt:
1 1 1 1
3 0 3 3 0 3
Vertauschung 1]5 1 Elimination 115 1
3|6 6 3|16 6
201 2 2 213
313 3 3 5|5
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
o 2 0 3 / 2 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 211 2
DA 3 3 3 5|3 3
1 5 9 115 1
6 6 3|6 6
2. Schritt:
1 1 1 1
3 0 3 3 0 3
Vertauschung 1]5 1 Elimination 115 1
3|6 6 3|16 6
201 2 2 213
3|3 3 3 5|5
1 1
1 0 0 -3 0 3
Ergebnis: L = —% 1 0O|lundR=|0 % %
2 2 3
3 5 1 0 0 3
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

Man rechnet einfach nach, dass

LR =PDA
gilt, wobei
0 01 1 00 0 01
P=1]1 0 0]=1]0 01 010
010 010 1 00

Die Matrix P ist das Produkt von P, 3 und P 3.

b

[Beispiel-3.37-03] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Beispiel 3.37

Man rechnet einfach nach, dass

LR =PDA
gilt, wobei
0 01 1 00 0 01
P=1]1 0 0]=1]0 01 010
010 010 1 00

Die Matrix P ist das Produkt von P, 3 und P 3.

b

» Skalierung/Aquilibrierung beeinflusst die Kondition: die vorliegende
Matrix wird in eine skalierte Matrix mit einer i.A. kleineren
Konditionszahl umgeformt.

> Pivotisierung verbessert die Stabilitdt der GauB-Elimination/
LR-Zerlegung.

[Beispiel-3.37-03] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

Sei A € R™*™ eine Matrix, die schon zeilenweise aquilibriert ist. Sei fiir
diese Matrix die LR-Zerlegung PA = L R bekannt.

[LRAnwendungen-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

Sei A € R™*™ eine Matrix, die schon zeilenweise aquilibriert ist. Sei fiir
diese Matrix die LR-Zerlegung PA = L R bekannt.

1. Lésen eines Gleichungssystems
Die Lésung von

Ax=0»b
ergibt sich iiber die Losung zweier Dreieckssysteme

Ax=b <— PAx=Pb <— L Rx =Pb
<~

=Yy

» Bestimme y durch Vorwartseinsetzen aus Ly = P b.

» Berechne x aus Rx = y durch Riickwértseinsetzen.

[LRAnwendungen-01]/2
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

2. Mehrere rechte Seiten

Gesucht seien die Losungen x* des linearen Gleichungssystems
Azk =b*, k=1,...,K,

wobei A eine konstante Matrix ist und b¥, k = 1,..., K, verschiedene
rechte Seiten sind (Bsp. Zeitdiskretisierung).
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

2. Mehrere rechte Seiten

Gesucht seien die Losungen x* des linearen Gleichungssystems
Azk =b*, k=1,...,K,

wobei A eine konstante Matrix ist und b¥, k = 1,..., K, verschiedene
rechte Seiten sind (Bsp. Zeitdiskretisierung).

» Bestimme (einmalig) LR-Zerlegung von A, d.h.

PA=LR
> Vorwarts-/Riickwartseinsetzen fiir jede rechte Seite
Ly* = PbF
Rxk = oF
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

2. Mehrere rechte Seiten

Gesucht seien die Losungen x* des linearen Gleichungssystems
Azk =b*, k=1,...,K,

wobei A eine konstante Matrix ist und b¥, k = 1,..., K, verschiedene
rechte Seiten sind (Bsp. Zeitdiskretisierung).

» Bestimme (einmalig) LR-Zerlegung von A, d.h.

PA=LR
> Vorwarts-/Riickwartseinsetzen fiir jede rechte Seite
Ly* = PbF
Rxk = oF

Aufwand: §n3 + K2n? (vs. K%n3 bei wiederholter GauR-Elimination)
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

3. Berechnung der Inversen
Sei * € R™ die i-te Spalte der Inversen von A:

A7l = (2t 2? ... ™).

Aus AA~1 = T folgt
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

3. Berechnung der Inversen
Sei * € R™ die i-te Spalte der Inversen von A:

A7l = (2t 2? ... ™).
Aus AA~1 = T folgt
Azt =€, i=1,...,n.
Zur Berechnung der Inversen bietet sich folgende Strategie an:

» Bestimme die LR-Zerlegung P A = L R iiber GauB- Elimination mit
Spaltenpivotisierung,

> Lose die Gleichungssysteme
LRz*=Pet, i=1,...,n.

8
Gesamtaufwand: etwa §n3 Operationen.
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Lineare Gleichungssysteme L R-Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

4. Berechnung von Determinanten

Aus P A = L R folgt

detP detA = detL detR = detR.

Wegen
detP = detP,,, ---detP,_1,, _,

— (_ 1 ) #Zeilenvertauschungen
- ’

folgt

n
detA = (_1)#Zellenvertauschungen H e
i=1

[LRAnwendungen-04] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.

[Matrixzerlegung-01] /1
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT, wobei D Diagonalmatrix

[Matrixzerlegung-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT, wobei D Diagonalmatrix
> QR-Zerlegung: A = Q R, wobei Q orthogonale Matrix
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Symmetrisch positiv definite Matrix

A € R™ ™ heilit symmetrisch positiv definit (s.p.d.), falls

AT = A (Symmetrie)

und
T Az >0 (positiv definit)

fir alle x € R™, = # 0, gilt.
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Symmetrisch positiv definite Matrix

Definition
A € R™ ™ heilit symmetrisch positiv definit (s.p.d.), falls
AT = A (Symmetrie)
und
T Az >0 (positiv definit)
fir alle x € R™, = # 0, gilt.

Tritt bei vielen (physikalischen) Problemen auf:
» Netzwerke mit passiven Komponenten
» Diffusions-/Warmeleitungsgleichung
» Normalgleichungen (Lineare Ausgleichsrechnung)
> ...
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.39

1. A = I (Identitat) ist symmetrisch positiv definit.

Die Symmetrie ist trivial und

T

el Iz = 2Tz = ||z||3 > 0,

falls ¢ # 0.

el-3.39-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.39

1. A = I (Identitat) ist symmetrisch positiv definit.
Die Symmetrie ist trivial und
el Iz = 2Tz = ||z||3 > 0,

falls ¢ # 0.
2. Sei B € R™*™, m > n, und B habe vollen Rang.

Dann ist
A:= BTB € R"*"

s.p.d.. Symmetrie von A:

= (BTB)T = BY(BT)T = BTB = A.
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.39

Positiv-definitheit von A:
Sei x € R™, « # 0. Dann gilt

zT Az = 2" B Bz = (Bz)" (Bz) = |Bz|2 > 0.

Es gilt
zT Az = |Bz||2 =0

nur falls
Bx=0

gilt. Da B vollen Rang hat, muss daher
=0

sein.
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Satz 3.40

A € R™ ™ sej s.p.d. Dann gelten folgende Aussagen:
» A ist invertierbar, und A=1 ist s.p.d.

» A hat nur strikt positive (insbesondere reelle) Eigenwerte.

» A hat nur strikt positive Diagonaleintrage und der betragsgroRte
Eintrag von A liegt auf der Diagonalen.

» Bei GauR-Elimination ohne Pivotisierung sind alle Pivotelemente strikt
positiv.
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Satz 3.40

A € R™ ™ sej s.p.d. Dann gelten folgende Aussagen:
» A ist invertierbar, und A=1 ist s.p.d.

» A hat nur strikt positive (insbesondere reelle) Eigenwerte.

» A hat nur strikt positive Diagonaleintrage und der betragsgroRte
Eintrag von A liegt auf der Diagonalen.

» Bei GauR-Elimination ohne Pivotisierung sind alle Pivotelemente strikt
positiv.

Beachte:

Bei s.p.d. Matrizen ist die GauR-Elimination ohne Pivotisierung
durchfiihrbar = “Symmetrische” LR-Zerlegung
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Cholesky-Zerlegung

Satz 3.41

Jede s.p.d. Matrix A € R™*™ besitzt eine eindeutige Zerlegung

A=LDLT,

wobei L eine normierte untere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalmatrix
mit Diagonaleintragen

di; >0,1=1,...,n,

ist.

Umgekehrt ist jede Matrix der Form LDLY, wobei D eine Diagonalmatrix
ist, die d; ; > O erfiillt, und L eine normierte untere Dreiecksmatrix ist,
symmetrisch positiv definit.
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

Beispiel: Fiir n = 3 ergibt sich

1 0 0 dii 0 0
L = £2’1 1 0 9 D = 0 d2,2 0
€31 L322 1 0 0 dsgs

und damit
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

Beispiel: Fiir n = 3 ergibt sich

1 0 0 diag 0 O
L = £2’1 1 0 9 D = 0 d2,2 0
53,1 £3,2 1 0 0 d3’3
und damit
1 0 0\ [d4ax 0 O 1 £y L34
LDLT = [¢,7 1 0 0 d2p O 0 1 439

—
(=]
(=]
U

[

W

£3,1 £3,2 0 0 1
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

Beispiel: Fiir n = 3 ergibt sich

1 0 0 diag 0 O
L = £2’1 1 0 9 D = 0 d2,2 0
53,1 £3,2 1 0 0 d3’3
und damit
1 0 0\ [d4ax 0 O 1 £y L34
LDLT = [¢,7 1 0 0 d2p O 0 1 439
£3,1 £3,2 1 0 0 d3,3 0 0 1

dy 1 o 0\ /1
= [4€21d11  dap2 0 0 1 439
£31d11 €32d22 d3j3 0

[KonstruktionCholesky-G-01] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

di
.= [£21d1
l31d11 £o1€31d11 + £3,2d22

Dahmen-Reusken Kapitel 3

[KonstruktionCholesky-G-02] /1



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

L31di1 €o1€31d1,1 + £32d22

a171 coe coe
= az,1 e =A
as;; asz2

[KonstruktionCholesky-G-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

L31di1 €o1€31d1,1 + £32d22

aia
= az,1 e =A
as;; asz2
Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A, die man aufgrund

der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschrinken kann, ergibt dann
zum Beispiel

[KonstruktionCholesky-G-02] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

L31di1 €o1€31d1,1 + £32d22

a171 coe coe
= az,1 e =A
as;; asz2

Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A, die man aufgrund
der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschrinken kann, ergibt dann
zum Beispiel

diyg = ai,i

b

[KonstruktionCholesky-G-02] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

L31di1 €o1€31d1,1 + £32d22

a171 coe coe
= az,1 e =A
as;; asz2

Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A, die man aufgrund
der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschrinken kann, ergibt dann

zum Beispiel
diyg = ai,i

b

b1 = az1/d1a

[KonstruktionCholesky-G-02] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

L31di1 €o1€31d1,1 + £32d22

a171 coe coe
= az,1 e =A
as;; asz2
Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A, die man aufgrund

der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschrinken kann, ergibt dann
zum Beispiel

d1,1 = aia
b1 = az1/d1a
31 = azai/dia

[KonstruktionCholesky-G-02] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

L31di1 €o1€31d1,1 + £32d22

a171 coe coe
= az,1 e =A
as;; asz2
Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A, die man aufgrund

der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschrinken kann, ergibt dann
zum Beispiel

d1,1 = aia
b1 = az1/d1a
31 = azai/dia

2
azz — £31d1,1

[KonstruktionCholesky-G-02] /7 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

L31di1 €o1€31d1,1 + £32d22

a171 coe coe
= az,1 e =A
as;; asz2
Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A, die man aufgrund

der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschrinken kann, ergibt dann
zum Beispiel

d1,1 = aia
b1 = az1/d1a
31 = azai/dia

2
azz — £31d1,1
dz3s = ...

9

[KonstruktionCholesky-G-02] /8 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42 (Konstruktion der Cholesky-Zerlegung)

2 6 -2 1 0 0 dip 0 0
A=|6 21 0 |,L=[€: 1 0fD=| 0 da2 O
-2 0 16 £3,1 E3’2 1 0 0 d3’3

[KonstruktionCholesky-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42 (Konstruktion der Cholesky-Zerlegung)

2 6 -2 1 0 o0 diag 0 O
A=(6 21 0 |,L=(417 1 0),D=| 0 dzp O
-2 0 16 £3,1 E3’2 1 0 0 d3’3
Es gilt
1 0 0\ (dig O O 1 €21 £31
LDLT = (427 1 O 0 da2 O 0 1 {39
£3,1 £3,2 1 0 0 d3,3 0 0 1

[KonstruktionCholesky-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42 (Konstruktion der Cholesky-Zerlegung)

2 6 -2 1 0 0 dis 0 0
A=(6 21 0| L=[tz1 1 0} D=[ 0 dys 0O
-2 0 16 £3,1 £3’2 1 0 0 dsgs
Es gilt
1 0 0\ [dii 0 0\ (1 1 £31
LDLT = (427 1 O 0 da2 O 0 1 {39
£3,1 £3,2 1 0 0 d3,3 0O O 1
di,1 0 0 1 421 43,1
= [€21d1,1  d2p2 0 0 1 432
L3 1d1,1 L32d22 d33 0 O 1

[KonstruktionCholesky-01] /3
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42 (Konstruktion der Cholesky-Zerlegung)

2 6 -2 1 0 0 dis 0 0
A=(6 21 0| L=[tz1 1 0} D=[ 0 dys 0O
-2 0 16 £3,1 £3’2 1 0 0 dsgs
Es gilt
1 0 0\ [dii 0 0\ (1 1 £31
LDLT = (427 1 O 0 da2 O 0 1 {39
£3,1 £3,2 1 0 0 d3,3 0O O 1
d1,1 0 0 1 £2,1 63’1
= | £21d1,1  d2p2 0 0 1 432
L3 1d1,1 L32d22 d33 0 O 1

Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A kann man
aufgrund der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschranken.

[KonstruktionCholesky-01] /4
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Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42

2 % % di1 0 0 1 421 L33
6 21 x| = |4fl21di,1 dap2 0 0 1 432
-2 0 16 £31d11 L32d22 d3g3 0 0 1

[KonstruktionCholesky-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42

2 % % di1 0 0 1 421 L33
6 21 x| = |4fl21di,1 dap2 0 0 1 432
-2 0 16 £31d11 L32d22 d3g3 0 0 1

(1,1)-Element: dy1 = a1, =2 =

[KonstruktionCholesky-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42
2 % % dia 0 0 1 fa1 €31
6 21 x| = |4fl21di,1 dap2 0 0 1 432
-2 0 16 £31d11 L32d22 d3g3 0 0 1

(1,1)-Element: dy1 = a1, =2 =
(2,1)-Element: £31d11 = a21 =6 = €21 =6/2 =

[KonstruktionCholesky-02] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42
2 % % dia 0 0 1 fa1 €31
6 21 x| = |4fl21di,1 dap2 0 0 1 432
-2 0 16 £31d11 L32d22 d3g3 0 0 1

(1,1)-Element: dy1 = a1, =2 =
(2,1)—E|ement: £2,1d1,1 = a2,1 = 6 = £2,1 = 6/2 =
(3,1)—E|ement: £3,1d1,1 = a1 = -2 = £3,1 = % =

[KonstruktionCholesky-02] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42
2 % % di1 0 0 1 421 L33
6 21 x| = |(4f21di1 da22 0 0 1 {32
-2 0 16 £31d1,1 l32d22 dsgs 0 0 1

( Element: d1,1 =a1,1 = 2 =ldi1 = 2

1)-
(2,1)-Element: £31d11 = a21 =6 = €21 =6/2 =
(3,1)-Element: £31d11 = a3z =-2 = €31 = % =
)-

(2,2)-Element: £§,1d1,1 +d22 =a22 =21

Sz =202 = (a3

[KonstruktionCholesky-02] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42
2 % % di1 0 0 1 421 L33
6 21 x| = |(4f21di1 da22 0 0 1 {32
-2 0 16 £31d1,1 l32d22 dsgs 0 0 1

(L,

1)-

(2,1)-Element: £31d11 = a21 =6 = €21 =6/2 =

(3,1)-Element: £31d11 = a3z =-2 = €31 = % =
)-

(2,2)-Element: £§,1d1,1 +d22 =a22 =21

Sz =202 = (a3

(3,2)—E|ement: £2,1£3,1d1’1 =+ £3,2d2,2 = agz2 = 0

Sham-(CDo23p [ha=

Element: d1,1 =a1,1 = 2 =ldi1 = 2

[KonstruktionCholesky-02] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.42
2 % % di1 0 0 1 €1 431
6 21 x| = |(4f21di1 da22 0 0 1 {32
-2 0 16 £31d1,1 l32d22 dsgs 0 0 1

( Element: d1,1 =a1,1 = 2 =ldi1 = 2

1)-
(2,1)-Element: £31d11 = a21 =6 = €21 =6/2 =
(3.1)-Element: £31d11 =agy =-2=>£f31 =72 =
)-

(2,2)-Element: £§,1d1,1 +d22 =a22 =21

Sz =202 = (a3

(3,2)—E|ement: £2,1£3,1d1’1 =+ £3,2d2,2 = agz2 = 0

S ham (123 [ha=

(3.3)-Element: €3 1d1,1 + £3 5d22 + d33 = az3 = 16

= dz3=16—(-1)*—22-3 = [dgs = 2|

[KonstruktionCholesky-02] /7 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.35.

(1,1)-Element: dy1 =2 =
(2,1)-Element: £31d1,1 = 6 =
(3,1)-Element:  £31d1,1 = -2 =
(2,2)-Element: Eg,ldl,l +d22 =21 =
(3.2)-Element: £51031d11 + €32d22 =0 =
(3.3)-Element: €2 d1,1 + €3 ,d22 + dss = 16 =

[KonstruktionCholesky-03] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Beispiel 3.35.

(1,1)-Element: dy1 =2 =
(2,1)-Element: £31d1,1 = 6 =
(3,1)-Element:  £31d1,1 = -2 =
(2,2)-Element: Eg,ldl,l +d22 =21 =
(3.2)-Element: £51031d11 + €32d22 =0 =
(3.3)-Element: €2 d1,1 + €3 ,d22 + dss = 16 =

S oON
S W o
N O O

1 0 O
— L = 3 1 0] und D=
-1 2 1

[KonstruktionCholesky-03] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Cholesky-Verfahren

Berechnung der Eintrage von L und D

Fiir die aufeinander folgenden Spalten , kK = 1,2,...,n, hat man
explizite Formeln fiir dij, und £; 1 (i > k):

k—1
dik = Qpk — Z K]?;,jdj,jv
=
k—1
@i — Y Lijd;ilh;
Gkl = ]_dlk k

[CholeskyVerfahren-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Programmentwurf Cholesky-Verfahren

Firk=1,2,...,n:
firj=1,...,k—1: cjr < arjaj;;
diag <« ke — Dk Ak,jCiiks
falls diag < 10~ %ay, k Abbruch
ak, < diag,
firi=k+1,...,n

@ik (@ig — Dok @ijCh,j)/ Ok ks

Rechenaufwand

Man kann das Cholesky-Verfahren mit ca. %n3 Flop realisieren, also etwa
die Halfte des Aufwands der LR-Zerlegung.

[ProgrammCholeskyVerfahren-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Bemerkung

» LDLT entspricht der LR-Zerlegung fiir R = DLT. Bei s.p.d.
Matrizen ist Pivotisierung weder nétig noch sinnvoll. Das Cholesky-
Verfahren ist ohne Pivotisierung stabil. Pivotisierung wiirde die
Symmetrie der Matrix zerstéren.

[Bemerkung-3.44-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Bemerkung

» LDLT entspricht der LR-Zerlegung fiir R = DLT. Bei s.p.d.
Matrizen ist Pivotisierung weder nétig noch sinnvoll. Das Cholesky-
Verfahren ist ohne Pivotisierung stabil. Pivotisierung wiirde die
Symmetrie der Matrix zerstéren.

» Die Losung des Problems Az = b reduziert sich auf

LDLTx =b, dh. Ly =b und LTz = D7 1y.
=y

[Bemerkung-3.44-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme Cholesky-Zerlegung

Bemerkung

» LDLT entspricht der LR-Zerlegung fiir R = DLT. Bei s.p.d.
Matrizen ist Pivotisierung weder nétig noch sinnvoll. Das Cholesky-
Verfahren ist ohne Pivotisierung stabil. Pivotisierung wiirde die
Symmetrie der Matrix zerstéren.

» Die Losung des Problems Az = b reduziert sich auf
LDLTx =b, dh. Ly =b und LTz = D7 1y.
—_—
=y
» In obiger Version enthilt das Verfahren die Abfrage
diag < 10_5ak,k

Falls dies gilt, kann nicht mehr gew3hrleistet werden, dass das
entsprechende Pivotelement strikt positiv ist.
In diesem Sinne testet das Verfahren Positiv-Definitheit.

[Bemerkung-3.44-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitatsanalyse Cholesky-Verfahren und Gaul-Elimination

Wiederholung: Riickwartsanalyse

f (exakt)

exakte Daten = f(x)

f (numerisch)

Rickwartsfehler Fehler im Resultat

A

gestorte Daten &

F(@)=f(=)

f (exakt)

[StabiAnaCholeskyGauss-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitdt des Cholesky-Verfahrens

Betrachte Ax = b, mit A s.p.d.. Berechnung der Lésung mittels
Cholesky-Verfahren.

Aufgrund der Rundungsfehler konnen weder die Zerlegung noch die
Vorwirts- und Riickwartssubstitution exakt durchgefiihrt werden.

Kapitel 3

[CholeskyZerlegung-G-01] /1 Dahmen-Reusken



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitdt des Cholesky-Verfahrens

Betrachte Ax = b, mit A s.p.d.. Berechnung der Lésung mittels
Cholesky-Verfahren.

Aufgrund der Rundungsfehler konnen weder die Zerlegung noch die
Vorwirts- und Riickwartssubstitution exakt durchgefiihrt werden.

Man kann zeigen: die berechnete Lésung & ist die exakte Lsung eines
gestorten Systems

(A4 AA)x = b,
wobei man die relative GréRe der Stérung durch

_ 1AA]l2

0q:= ———— <
[All2

nCPS

abschatzen kann. Die Konstante ¢, hdngt nur von der Dimension ab.
“Fast immer": §4 ~ eps.

[CholeskyZerlegung-G-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitdt des Cholesky-Verfahrens

Somit ist dieser Algorithmus riickwarts stabil:

_ |aA|

e —&lla _ #2(A) g,

|zl — 1-— K,z(A) IIAAllz
K,z(A)(sA

- 1- KZ(A)(;A

~ Kka2(A)da wenn k2(A)da K 1.

Kapitel 3
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Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitdt des Cholesky-Verfahrens

Somit ist dieser Algorithmus riickwarts stabil:

_ |aA|

e —&lla _ #2(A) g,

|zl — 1-— K,z(A) IIAAllz
K,z(A)(sA

- 1- KZ(A)(;A

~ Kka2(A)da wenn k2(A)da K 1.

» Das Losen eines Systems Ax = b mit einer s.p.d. Matrix A {iber das
Cholesky-Verfahren ist ein stabiles Verfahren.

Kapitel 3
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Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitat der GauB-Elimination

Betrachte Ax = b, mit A regular. Berechnung der Lésung mittels
GauR-Elimination ohne/mit Pivotiserung.
Man kann zeigen: die berechnete Losung & ist die exakte Lsung eines
gestorten Systems
(A4 AA)x = b,
wobei man die relative GréRe der Stérung durch
0p = 7”AA”2 < éneps
c— —_ n
I All2
abschatzen kann. Hierbei ist
én < n*(3n +1)pn(A)
und pn(A) der sogenante Wachstumfaktor
(k)
max;,j |a; ;|
pn(A) := ”

max;,; |a;,;|

[GaussElimStab-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitat der GauB-Elimination

Verfahren ohne Pivotisierung: keine Kontrolle iiber den Wachstumfaktor.

pn(A) kann (auch fiir kleines n) beliebig groR sein.

= GauRB-Elimination ohne Pivotisierung kein stabiles Verfahren.
(siehe Beispiel 3.28)

[GaussElimStab-02] /1
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Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitat der GauB-Elimination

Verfahren ohne Pivotisierung: keine Kontrolle iiber den Wachstumfaktor.

pn(A) kann (auch fiir kleines n) beliebig groR sein.

= GauRB-Elimination ohne Pivotisierung kein stabiles Verfahren.
(siehe Beispiel 3.28)

Verfahren mit Pivotisierung: p,(A) < 2™~ (unabhingig von A !)
Zentrale Beobachtung

Es existieren Matrizen A € R™*™ fiir die der Wachstumsfaktor p,,(A)
(sehr) groR ist, sogar ~ 2™~ 1. Fiir fast alle Matrizen A ist aber bei
GauB-Elimination mit Pivotisierung der Wachstumsfaktor klein (< 10).

[GaussElimStab-02]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Stabilitat der GauB-Elimination

Verfahren ohne Pivotisierung: keine Kontrolle iiber den Wachstumfaktor.

pn(A) kann (auch fiir kleines n) beliebig groR sein.

= GauB-Elimination ohne Pivotisierung kein stabiles Verfahren.
(siehe Beispiel 3.28)

Verfahren mit Pivotisierung: p,(A) < 2™~ (unabhingig von A !)
Zentrale Beobachtung

Es existieren Matrizen A € R™*™ fiir die der Wachstumsfaktor p,,(A)
(sehr) groR ist, sogar ~ 2™~ 1. Fiir fast alle Matrizen A ist aber bei
GauB-Elimination mit Pivotisierung der Wachstumsfaktor klein (< 10).

GauR-Elimination mit Pivotisierung:

Fast immer ist 64 = O(eps), woraus dann Riickwartsstabilitdt folgt.

[GaussElimStab-02]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Beispiel 3.49

Wir betrachten die Losung von A x = b, wobei A € R™*™ eine
sogenannte Hilbert-Matrix ist

1 1 1
1 3 35 -~ 5
1 1 1 _1
2 3 4 °c 1
A= . . . n_.‘_ ’
1 1 1 1
n nt+l n+2 °°° 2n—1
1

T
Sei b = (%,%ﬂ,...,m) . dh. z = (0,0,...,0,1)T.

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Beispiel 3.49

Wir betrachten die Losung von A x = b, wobei A € R™*™ eine
sogenannte Hilbert-Matrix ist

1 1 1
1 3 3 =
1 1 1 _1
2 3 4 1
A= . . . n_.‘_ ’
i 1 1 _1
n nt+l n+2 °°° 2n—1

T
Sei b = (%,%ﬂ,...,ﬁ) . dh. z = (0,0,...,0,1)T.

Fir n = 12 erhilt man mit dem Cholesky-Verfahren auf einer Ma- schine
mit eps & 10716 einen Fehler im berechneten Resultat von
llz — Z[|oo
1l oo
Erklirung: Konditionszahl koo (A) = ||Allco||A 71|00 &~ 1016,

~1.6-10"2.

[Beispiel-3.49-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Beispiel 3.50

Wir betrachten die sogenannte Wilkinson-Matrix

1 o ... 0 1
-1 . 0 1
A= : - - | e RPX™

|
[y
o

-1 ... ... -1 1

Es gilt [|A7Y||oo = 1 und somit Keo(A) = [|A|loo||[A7Y||eo = n.

[Beispiel-3.50-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Beispiel 3.50

Wir betrachten die sogenannte Wilkinson-Matrix

1 0 ... 0 1

-1 . 0 1

A = : .. .. | e RPX™
-1 .1
-1 -1 1

Es gilt ||A™Y||oo = 1 und somit Koo (A) = [|Al|oo]| A7l = n.
Betrachte Az = b, mit x; = (v/2)}, i =1,...,n.
Losen dieses Gleichungssystem mit Gaul-Elimination mit Pivotisierung und

eps ~ 10716 Berechnete Losung & hat Fehler:
r—x r—x

llz = Zlloe _ 1.2:10~8 fiir n = 30, llz = Zllee _ 1.9:10~2 fiir n = 50.

(eI I ]lo

[Beispiel-3.50-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Beispiel 3.50

Also in diesem Fall: GauR-Elimination mit Pivotisierung nicht stabil.

Bei der Durchfiihrung der GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung
werden keine Zeilen vertauscht, weil ein betragsgroBtes Pivotelement
bereits auf der Diagonale steht. Die sich ergebenden Matrizen sind

0 1
-1 0 1 (] 2
L= , R= 0 4
-1 0 1
-1 -1 1 2n—1

[Beispiel-3.50-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Beispiel 3.50

Also in diesem Fall: GauR-Elimination mit Pivotisierung nicht stabil.

Bei der Durchfiihrung der GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung
werden keine Zeilen vertauscht, weil ein betragsgroBtes Pivotelement
bereits auf der Diagonale steht. Die sich ergebenden Matrizen sind

1 10 0 1

-1 0 1 (] 2

L= , R= 0 4
-1 0 1

-1 -1 1 2n—1

Der Wachstumsfaktor ist maximal: p,,(A) = 271

[Beispiel-3.50-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Nachiteration

Ziel: genaue(re) Approximation der Losung x des Gleichungssystems
Ax = b.

Ausgangspunkt: bereits berechnete Zerlegung PA ~ LR, z.B. mit
GauB-Elimination mit Pivotisierung, und berechnete Lésung & =~ x.
0.

Fir e := x — z gilt

Ae® =b— A% =: r (Residuum)

[Nachiteration-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Nachiteration

Ziel: genaue(re) Approximation der Losung x des Gleichungssystems
Ax = b.

Ausgangspunkt: bereits berechnete Zerlegung PA ~ LR, z.B. mit
GauB-Elimination mit Pivotisierung, und berechnete Lésung & =~ x.
0.

Fir e := x — z gilt

Ae® =b— A% =: r (Residuum)

Verfahren

Gegeben 2° = Z. Fiir k = 0,1, 2, ..., berechne:
1. Residuumauswertung r* := b — Ax¥; das Ergebnis ist 7.
2. Lésen der Gleichung LRé* = P#*; das Ergebnis ist €.
3. Korrekturschritt k1 := z* @ é*.
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Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Nachiteration

Zwei Moglichkeiten in Schritt 1:
(a): mit (standard) Maschinengenauigkeit eps (“feste Genauigkeit”)
(b): mit Maschinengenauigkeit eps? (“doppelte Genauigkeit")

[Nachiteration-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Nachiteration

Zwei Moglichkeiten in Schritt 1:
(a): mit (standard) Maschinengenauigkeit eps (“feste Genauigkeit”)
(b): mit Maschinengenauigkeit eps? (“doppelte Genauigkeit")

Nachiteration mit fester Genauigkeit

Gaul-Elimination mit Pivotisierung + Nachiteration hat eine bessere
Stabilitat als (nur) die GauR-Elimination mit Pivotisierung. Oft wird bereits
nach einem Nachiterationsschritt die GroBenordnung des unvermeidbaren
Fehlers O (koo (A)eps) erreicht.

[Nachiteration-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Nachiteration

Zwei Moglichkeiten in Schritt 1:
(a): mit (standard) Maschinengenauigkeit eps (“feste Genauigkeit”)
(b): mit Maschinengenauigkeit eps? (“doppelte Genauigkeit")

Nachiteration mit fester Genauigkeit

Gaul-Elimination mit Pivotisierung + Nachiteration hat eine bessere
Stabilitat als (nur) die GauR-Elimination mit Pivotisierung. Oft wird bereits
nach einem Nachiterationsschritt die GroBenordnung des unvermeidbaren
Fehlers O (koo (A)eps) erreicht.

Nachiteration mit doppelter Genauigkeit

Diese Methode bietet eine effiziente Mdglichkeit um in Fallen mit einer
extrem groRen Konditionszahl (z.B. koo (A) ~ eps™!) die Genauigkeit der
mit der GauR-Eliminationsmethode berechneten Lésung erheblich zu
verbessern.

[Nachiteration-02] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Beispiel 3.56

Wir betrachten Ax = b mit der Wilkinson-Matrix aus Bespiel 3.50.
Losung: x; = (\/5)1 i=1,...,n.

Losen dieses Gleichungssystem mit Gaul-Elimination mit Pivotisierung und
eps ~ 10716, Berechnete Losung & hat Fehler (Beispiel 3.50):

r—x r—x
llz = o = 1.2-10"8 firn = 30, I oo = 1.9-10"2 firn = 50.
[EZ]ISS [EF[ISS

[Beispiel-3.56] /1
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Lineare Gleichungssysteme = Stabilitdtsanalyse

Beispiel 3.56

Wir betrachten Ax = b mit der Wilkinson-Matrix aus Bespiel 3.50.
Losung: x; = (\/5)1 i=1,...,n.

Losen dieses Gleichungssystem mit Gaul-Elimination mit Pivotisierung und
eps ~ 10716, Berechnete Losung & hat Fehler (Beispiel 3.50):

|z — &l |z — 2|

iz =1.2-10"8 firn = 30, * =1.9-10"2 firn = 50.
x| oo

||| oo
Kombiniert mit einem Nachiterationsschritt liefert &1 mit Fehler:
[ | PSS

[z — 2!
[EIR

=1.1.10"1¢ n = 30,
| B | PSS

=1.1-107'% n = 50.

Der zusitzliche Aufwand zur Berechnung von ! ist nur ©(n?) Flop
(Matrix-Vektor Berechnung und Vorwarts- und Riickwartseinsetzen).

[Beispiel-3.56] /2
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe
Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Axz =0b.

[Matrixzerlegung-01] /1
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

[Matrixzerlegung-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

[Matrixzerlegung-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT, wobei D Diagonalmatrix

[Matrixzerlegung-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Gegeben seien A € R™*"™ (det A # 0) und b € R™, bestimme = € R™,
so dass

Ax =0b.
Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von A, so
dass das Gleichungssystem “leichter” I3sbar ist.

Wichtige Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D LT, wobei D Diagonalmatrix
> QR-Zerlegung: A = Q R, wobei Q orthogonale Matrix

[Matrixzerlegung-01] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Orthogonale Matrizen

Eine Matrix Q € R™*™ heilt orthogonal, falls

QTQ=1

Das bedeutet,

» die Spalten von @ bilden eine Orthonormalbasis des R™;

» die Inverse von Q ist einfach zu bestimmen

Q—l — QT~

[WarumQR-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Orthogonale Matrizen

QR-Zerlegung

Gegeben sei eine rechteckige Matrix A € R™*™, bestimme eine
orthogonale Matrix Q € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix

R € R™X" o dass
A=QR.

> Losung eines linear Gleichungssystems (A € R™*™ regular)

Axz=b

[WarumQR-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Orthogonale Matrizen

QR-Zerlegung

Gegeben sei eine rechteckige Matrix A € R™*™, bestimme eine
orthogonale Matrix Q € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix

R € R™X" o dass
A=QR.

> Losung eines linear Gleichungssystems (A € R™*™ regular)

Az=b ©QRz=»b

[WarumQR-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Orthogonale Matrizen

QR-Zerlegung

Gegeben sei eine rechteckige Matrix A € R™*™, bestimme eine
orthogonale Matrix Q € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix

R € R™X" o dass

A=QR.
> Losung eines linear Gleichungssystems (A € R™*™ regular)
Az =b ©QRx=b & Rx= Qb
——
Matrix-Vektor-
Produkt

Riickwartseinsetzen

[WarumQR-02]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Orthogonale Matrizen

QR-Zerlegung

Gegeben sei eine rechteckige Matrix A € R™*™, bestimme eine
orthogonale Matrix Q@ € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix
R € R™*™ so dass

A=QR.

> Losung eines linear Gleichungssystems (A € R™*™ regular)

Az =b ©QRx=b & Rx= Qb
——

Matrix-Vektor-

Produkt

Riickwartseinsetzen

» QR-Zerlegung auch fiir rechteckige Matrizen durchfiihrbar.

[WarumQR-02]/4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Satz 3.57

Sei Q € R™*™ orthogonal, dann gilt:
(i) QT ist orthogonal.

[Satz-3.57]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Satz 3.57

Sei Q € R™*™ orthogonal, dann gilt:
(i) QT ist orthogonal.

(i) ||Qx||2 = ||=]||2 fir alle x € R™.

[Satz-3.57]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Satz 3.57

Sei Q € R™*™ orthogonal, dann gilt:
(i) QT ist orthogonal.

(i) ||Qx||2 = ||=]||2 fir alle x € R™.

(i) K2(Q) = 1.

[Satz-3.57]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Satz 3.57

Sei Q € R™*™ orthogonal, dann gilt:

(i) QT ist orthogonal.
(i) ||Qx||2 = ||=]||2 fir alle x € R™.
(i) k2(Q) = 1.

(iv) Fiir beliebiges A € R™*™ bzw. A € R™*"™, m € N beliebig, gilt
1All2 = QA2 = [|AQ|l2-

[Satz-3.57]/4
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Satz 3.57

Sei Q € R™*™ orthogonal, dann gilt:

(i) QT ist orthogonal.
(i) ||Qx||2 = ||=]||2 fir alle x € R™.
(i) k2(Q) = 1.

(iv) Fiir beliebiges A € R™*™ bzw. A € R™*"™, m € N beliebig, gilt
1All2 = QA2 = [|AQ|l2-

(v) Es gilt (fir A wie vorhin) k2(A) = K2(QA) = k2(AQ).

[Satz-3.57]/5
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Satz 3.57

Sei Q € R™*™ orthogonal, dann gilt:
(i) QT ist orthogonal.

(i) ||Qx||2 = ||=]||2 fir alle x € R™.
(i) r2(@) = 1.

(iv) Fiir beliebiges A € R™*™ bzw. A € R™*"™, m € N beliebig, gilt
1All2 = QA2 = [|AQ|l2-

(v) Es gilt (fir A wie vorhin) k2(A) = K2(QA) = k2(AQ).

(vi) Sei Q € R™ " orthogonal, dann ist QQ orthogonal.

[Satz-3.57]/6 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Vergleich LR- und QR-Zerlegung

LR-Zerlegung

Wir haben
Lp1++-LoliA=R

[VergleichLRQR-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Vergleich LR- und QR-Zerlegung

LR-Zerlegung

Wir haben
Lyp1---Lol1A=R
und damit
A=LR

[VergleichLRQR-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Vergleich LR- und QR-Zerlegung

LR-Zerlegung

Wir haben
Lyp1---Lol1A=R
und damit
A=LR
mit
L=Li'Ly -~ Lyn,

einer unteren Dreiecksmatrix.

[VergleichLRQR-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Vergleich LR- und QR-Zerlegung

LR-Zerlegung QR-Zerlegung
Wir haben Wir haben
L, 1---LyL1A=R
und damit
A=LR
mit
L=Li'Ly -~ Lyn,

einer unteren Dreiecksmatrix.

[VergleichLRQR-01]/4 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Vergleich LR- und QR-Zerlegung

LR-Zerlegung QR-Zerlegung
Wir haben Wir haben
Ly 1---LLiA=R Qn-1---Q20:A=R
und damit
A=LR

mit
L=Li'Ly'-- L}

n—1

einer unteren Dreiecksmatrix.

[VergleichLRQR-01]/5 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Vergleich LR- und QR-Zerlegung

LR-Zerlegung QR-Zerlegung
Wir haben Wir haben
Ly 1---LLiA=R Qn-1---Q20:A=R
und damit und damit
A=LR A=QR

mit
L=Li'Ly -~ Lyn,

einer unteren Dreiecksmatrix.

[VergleichLRQR-01]/6 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Vergleich LR- und QR-Zerlegung

LR-Zerlegung QR-Zerlegung
Wir haben Wir haben
Ly 1---LLiA=R Qn-1---Q20:A=R
und damit und damit
A=LR A=QR
mit mit
—1,y—1 -1 _ —-1H-—1 -1
L=L7'Ly"---L 1, Q = Q'Qy Q.4
. . . — T NHT T
einer unteren Dreiecksmatrix. - Ql Qz 2. |
einer orthogonalen Matrix.

[VergleichLRQR-01]/7 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Berechnung der QR-Zerlegung

Wir haben mehrere Méglichkeiten:

[BerechnungQRGivens-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Berechnung der QR-Zerlegung

Wir haben mehrere Méglichkeiten:

» Gram-Schmidt Orthogonalisierung

Idee: Schrittweise Orthogonalisierung der Spalten von A

[BerechnungQRGivens-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Berechnung der QR-Zerlegung

Wir haben mehrere Méglichkeiten:

» Gram-Schmidt Orthogonalisierung

Idee: Schrittweise Orthogonalisierung der Spalten von A

» Givens-Rotation

Idee: Schrittweise ebene Drehungen der Spalten von A

[BerechnungQRGivens-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Berechnung der QR-Zerlegung

Wir haben mehrere Méglichkeiten:

» Gram-Schmidt Orthogonalisierung
Idee: Schrittweise Orthogonalisierung der Spalten von A

» Givens-Rotation

Idee: Schrittweise ebene Drehungen der Spalten von A

» Householder-Transformation
Idee: Schrittweise Spiegelungen der Spalten von A

[BerechnungQRGivens-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotationen

Grundaufgabe

Gegeben sei (a,b)T € R?2\ {0}. Finde ¢, s € R mit
c s\ [(a\ [r
—s ¢)\b) \O

2 +s2=1.

und

[GivensRotationen-01]/1
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotationen

Grundaufgabe
Gegeben sei (a,b)T € R?2\ {0}. Finde ¢, s € R mit

& 96 =6)

a b
Die Losung ist: » = £\/ a2 + b2, c:= —, s:= —
r r

und

[GivensRotationen-01]/2
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotationen

Grundaufgabe
Gegeben sei (a,b)T € R? \ {0}. Finde ¢, s € R mit

(£ 96)=6)

a b
Die Losung ist: » = £\/ a2 4+ b2, c:= —, s:=
r r

und

Drehung verandert nicht die Euklidische Lange eines Vektors, d.h.

I(r,0)Tll2 = |r| = Va2 + b = ||(a, b)"

[GivensRotationen-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotationen

Grundaufgabe
Gegeben sei (a,b)T € R? \ {0}. Finde ¢, s € R mit

(£ 96)=6)

a b
Die Losung ist: » = £\/ a2 4+ b2, c:= —, s:=
r r

und

Drehung verandert nicht die Euklidische Lange eines Vektors, d.h.

I(r,0)Tll2 = |r| = Va2 + b = ||(a, b)"

» Die obige (Rotations-)Matrix ist orthogonal.

[GivensRotationen-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotations-Matrix

Die orthogonale Matrix G; ,, € R™*™ ist gegeben durch

7 k]
1
1
7 — s 0O --- 0 s
0 1 0
Gir =
0

0 10

k — —s 0 0 ¢
1

[GivensRotationsMatrix-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotations-Matrix

...und damit ergibt sich

1 I T1
1 Ti—1 Ti—1
c 0 0 s x; r
0 1 0 Tit+1 Tit1
0 10 Tr—1 Tr—1
—s 0 0 c T 0
1 Th41 Th41
1 Tm Tm

fir r=®Vx24+ 22, c=x;/r, s=ax/r.

[GivensRotationsMatrix-02] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.59

Dahmen-Reusken




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.59

mit

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.59

4 G
-3 32
1
mit
4 _3
5 5 0
_ |3 a4
Giz2=|3 5 0],
0O 0 1

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.59

4 c 5
-3 = lo
1 1
mit
4 3
5 5 0
_ |3 4
Giz2=135 5 0f,
0O 0 1
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.59

4 G 5 G
Y I e
1 1
mit
4 3
5 5 0
G1’2: g % 0 9 und
0O 0 1

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.59

4 G 5 G
-3 Y 0 °
1 1
mit

4 3 5 _1
5 —5 0 v 0 Um

Gi2 = % % 0|, und Gy 3 = 0 0

1 5

0 0 1 v 0 Um

[Beispiel-3.59-01] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.59

4 5 V26
G G
~3 = o = 0
1 1 0
mit
4 3 5 1
5 —5 0 v 0 Um
Gi2 = % % 0|, und Gy 3 = 0 0
1 5
0 0 1 ~vw 0 Um
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61

k% ok
k0 ok %
ok %
k%

Dahmen-Reusken




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
k%
%k E 3 *k G1,2
s
ko ok ok
k ok ok

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* % % ® ® ®
¥ % x| Gi2 [0 ® ®
A
£ S % * ES £ S *k
%k *k ES %k k *

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* % % ® ® ®
* %k Gi1,2 0 ® ®| Gis
A oad
* k% * % %
* k% * % %

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* % % ® ® ® ® ® &
¥ % x| Gi2 0 ® ®| Gis 0 * =%
A oad
N % ok ok 0 ® ®
* k% % ok % % ok %

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* % % ® ® ® ® ® &
* ok ok Gi1,2 0 ® ® Gi1,3 0 *x = G2,3
A oad lord
N % ok ok 0 ® ®
* k% % ok % % ok %

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* ok ok ®» ® ® ® ® ® * ok ok
* k% Gi1,2 0 ® ® G1,3 0 % =% G2,3 0 ® ®
A oad lord
* kK * % % 0 ® ® 0 0 ®
* kK * % % * % % * % %

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.

spiel-3.61-01] /7 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* ok ok ® ® ® ® ® ® * ok k
* k% Gi1,2 0 ® ® G1,3 0 % =% G2,3 0 ® ®
A oad lord
* k% * k% 0 ® ® 0 0 ®
%k *k ES %k k * 3k %k %k *k k *
G1,4
NS

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.

el-3.61-01]/8 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* ok ok ®» ® ® ® ® ® * ok ok
* k% 0 ® ®| G133 |0 * x| G23 |0 ® ®
oad lord
* % % * % % 0 ® ® 0 0 ®
* kK * % % * % % * % %
® ® &®
Gia |0 *x x
NS
0 0 =«
0 ® ®

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* ok % ® ® ® ® ® ® * ok %
* k% 0 ® ® G1,3 0 % =% Ga2,3 0 ® ®
oad lord
* kK * % % 0 ® ® 0 0 ®
* k% * % % * % % % % %
® ® ®
G1,4 0 * = G2,4
s ord
0 0 =«
0 ® ®

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* ok ok ®» ® ® ® ® ® * ok ok
* k% 0 ® ®| G133 |0 * x| G23 |0 ® ®
oad lord
* % % * % % 0 ® ® 0 0 ®
* kK * % % * % % * % %
Gi1,a 0 *x = G2a |0 ® ®
s ord
0 0 =« 0 0 =«
0 ® ® 0 0 ®

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* ko ok ® ® ® ® ® ® * ok ok
* k% 0 ® ® G1,3 0 % =% Ga2,3 0 ® ®
oad lord
* ok ok * ok ok 0 ® ® 0 0 ®
* k% * ok ok * ok ok % ok ok
® ® &® % ok ok
G1,4 0 * =x Ga2,4 0 ® ® G3,4
> g >
0 0 =« 0 0 =«
0 ® ® 0 0 ®

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.

[Beispiel-3.61-01] /12 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* ok ok ® ® ® ® ® ® * ok ok
* ok ok 0 ® ®| Gis 0 x = G233 0 ® ®
D D
* % % * k% 0 ® ® 0 0 ®
* k% * k% * k% * k%
® ® ® * ok ok * ok %
G1,4 0 =* =% G2, 0 ® ® G3,4 0 * =x
N od N
0 0 =« 0 0 = 0 0 ®
0 ® ® 0 0 ® 0 0 O

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.

[Beispiel-3.61-01]/13 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.61
* ok ok ® ® ® ® ® ® * ok ok
* ok ok 0 ® ®| Gis 0 x = G233 0 ® ®
D D
* % % * k% 0 ® ® 0 0 ®
* k% * k% * k% * k%
® ® ® * ok ok * ok %
G1,4 0 =* =% G2, 0 ® ® G3,4 0 * =x
N od N
0 0 =« 0 0 = 0 0 ®
0 ® ® 0 0 ® 0 0 O

> Mit ® werden die Eintrage angedeutet, die bei der Anwendung von G i
neu berechnet werden miissen.

> Die Reihenfolge Gl,z, G1,3, G1’4, G2,3, G2,4, G3,4 ware auch mb'glich.

[Beispiel-3.61-01]/14 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.62

3 5
0 2
00
4 5
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.62

3 5
0 2
00
4 5
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.62

3 5

0 2| Gia
A

00

4 5

wobei

3 4

5 003

0 1.0 O

G4 = )

0 01 0

4 3

400 2

[Beispiel-3.62-01] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.62

3 5 5 7

0 2 G1,4 0 2
A

00 0 o

4 5 0 -1

wobei

3 4

5 00 3

0 1.0 O

G4 = )

0 01 0

4 3

4 00 2

[Beispiel-3.62-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.62

3 5 5 7
0 2| Gi,a |0 2 G2,4
ard foard
0 o0 0O O
4 5 0o -1
wobei
3 4
5 00 3
0O 1 0O
G1’4 = 9 und
0O 01 0
4 3
-5 00 5
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.62
3 5 5 7
0 2| Gi,a |0 2 G2,4
ard foard
00 0 0
4 5 0 -1
wobei
3 4
5 00 ¢ 1 0 0 0
0 100 0o 2 o -L
G1,4 = 9 und G2,4 = \/3 V5
0 010 0 0 1 o0
4 3 1 2
200 0 =0 =

[Beispiel-3.62-01] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.62
3 5 5 7 5 7
0 2| Gia |0 2| G2a |[O V5
ard foard
00 0 0 o o0 |’
4 5 0 —1 0 0
wobei
3 4
2 00 % 1 0 0 O
0 1 00 0o 2 o -L
G1,4 = 9 und G2,4 = V5 V5
0 010 0 0 1 O
4 3 1 2
-2 00 2 0 = 0 %

[Beispiel-3.62-01] /7 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

QR-Zerlegung iiber Givens-Rotation

Die obige Konstruktion mit Givens-Rotationen zeigt, dass fiir jede Matrix
A € R™X™ eine QR-Zerlegung existiert.

Satz 3.63

Gegeben sei A € R™X™,
Dann existiert eine orthogonale Matrix Q € R™*™ und eine obere
Dreiecksmatrix R € R™*™ mit

A=QR

Bei der Implementierung der QR-Zerlegung iiber Givens-Rotation werden
die Matrizen G i, nie explizit berechnet.

[QRZerlegungGivens-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

QR-Zerlegung iiber Givens-Rotation

Die obige Konstruktion mit Givens-Rotationen zeigt, dass fiir jede Matrix
A € R™X™ eine QR-Zerlegung existiert.

Satz 3.47.

Gegeben sei A € R™*™, Dann existiert eine orthogonale Matrix
Q € R™X™ ynd eine obere Dreiecksmatrix R € R™*™ mit

A=QR.

Bei der Implementierung der QR-Zerlegung iiber Givens-Rotation werden
die Matrizen Gj i, nie explizit berechnet.

[QRZerlegungGivens-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotation: Zusammenfassung

Q R-Zerlegung iiber Givens-Rotationen:

» Das Verfahren ist sehr stabil. Pivotisierung ist nicht erforderlich.

[GivensZusammen-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotation: Zusammenfassung

Q R-Zerlegung iiber Givens-Rotationen:

» Das Verfahren ist sehr stabil. Pivotisierung ist nicht erforderlich.

» Durch Beriicksichtigung von schon vorhandenen 0-Eintragen bei
diinnbesetzten Matrizen |38t sich das Verfahren flexibel an die
Struktur einer Matrix anpassen.

[GivensZusammen-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotation: Zusammenfassung

Q R-Zerlegung iiber Givens-Rotationen:

» Das Verfahren ist sehr stabil. Pivotisierung ist nicht erforderlich.

» Durch Beriicksichtigung von schon vorhandenen 0-Eintragen bei
diinnbesetzten Matrizen |38t sich das Verfahren flexibel an die
Struktur einer Matrix anpassen.

» Der Aufwand fiir die QR-Zerlegung einer vollbesetzten m X n-Matrix
iber Givens-Rotationen betrigt etwa
2n3 Flop, falls m = n, und etwa 3mn? Flop, falls m > n.
Zu beachten ist aber, dass fiir diinnbesetzte Matrizen der Aufwand
wesentlich niedriger ist.

[GivensZusammen-01]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Givens-Rotation: Zusammenfassung

Q R-Zerlegung iiber Givens-Rotationen:

» Das Verfahren ist sehr stabil. Pivotisierung ist nicht erforderlich.

» Durch Beriicksichtigung von schon vorhandenen 0-Eintragen bei
diinnbesetzten Matrizen |38t sich das Verfahren flexibel an die
Struktur einer Matrix anpassen.

» Der Aufwand fiir die QR-Zerlegung einer vollbesetzten m X n-Matrix
iber Givens-Rotationen betrigt etwa
2n3 Flop, falls m = n, und etwa 3mn? Flop, falls m > n.
Zu beachten ist aber, dass fiir diinnbesetzte Matrizen der Aufwand
wesentlich niedriger ist.

» Bei der sogenannten schnellen Givens-Rotation wird der Aufwand etwa
ein Drittel geringer:

~ %n?’ Flop, falls n = m; ~ 2mn?, Flop falls m > n.

[GivensZusammen-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Berechnung der QR-Zerlegung

Wir haben mehrere Méglichkeiten:

» Gram-Schmidt Orthogonalisierung
Idee: Schrittweise Orthogonalisierung der Spalten von A

» Givens-Rotation

Idee: Schrittweise ebene Drehungen der Spalten von A

» Householder-Transformation
Idee: Schrittweise Spiegelungen der Spalten von A

[QRZerlegungHouseholder-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Fir v = (v1,...,v,)T € R?, v # 0 ist die Householder- Transformation
definiert als

voT
Quv=1I-2 To’
wobei die Dyade, v vT, gegeben ist durch
V1 V11 e V1V
s (V1o ey 0p) =

U, VU1 +.. UnUn

» Die Householder Transformation Q,, ist orthogonal, d.h.

QiQ,=1, Q;'=QqQ7

[HouseholderTransf-01]
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Geometrische Interpretation: Spiegelung

H, :={x € R" | 2Tv = 0}

H,

Q.uy

[HouseholderTransf-02] Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Eigenschaften 3.66

> Q. = QT symmetrisch, da (voT)T = voT

[HouseholderTransf-03] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Eigenschaften 3.66

> Q. = QT symmetrisch, da (voT)T = voT

>Q3

[HouseholderTransf-03]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Eigenschaften 3.66

> Q. = QT symmetrisch, da (voT)T = voT

> Q% =I
Zweimalige Spiegelung ergibt den urspriinglichen Punkt.
> Qav = , a€R, a#0

[HouseholderTransf-03]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Eigenschaften 3.66

> Q, = QT symmetrisch, da (voT)T = voT
> Q% =I
Zweimalige Spiegelung ergibt den urspriinglichen Punkt.

> Qov = Qu, aER,a;éO
Skalierung des Normalenvektors dndert nicht die Spiegelebene.

> Quy =1y

[HouseholderTransf-03] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Eigenschaften 3.66

> Q, = QT symmetrisch, da (voT)T = voT
> Q% =I
Zweimalige Spiegelung ergibt den urspriinglichen Punkt.

> Qov = Qu, aER,a;éO
Skalierung des Normalenvektors dndert nicht die Spiegelebene.

> Quy=y <— yTv=0
Urspiinglicher und gespiegelter Punkt sind nur identisch, wenn der
Punkt in der Spiegelebene liegt.

> Qv

[HouseholderTransf-03]/5 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Eigenschaften 3.66

> Q, = QT symmetrisch, da (voT)T = voT
> Q% =I
Zweimalige Spiegelung ergibt den urspriinglichen Punkt.

> Qov = Qu, aER,a;éO
Skalierung des Normalenvektors dndert nicht die Spiegelebene.

> Quy=y <— yTv=0
Urspiinglicher und gespiegelter Punkt sind nur identisch, wenn der
Punkt in der Spiegelebene liegt.

> Qv =—w.

Spiegelung des Normalenvektors vertauscht das Vorzeichen.

[HouseholderTransf-03]/6 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Grundaufgabe

Zuy € R™,y ¢ span(el), finde v € R, so dass gilt:
Quvy = £|ly||2¢"

[HouseholderTransf-04] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Grundaufgabe

Zuy € R™,y ¢ span(el), finde v € R, so dass gilt:
Quvy = £|ly||2¢"

» Die Losung der Grundaufgabe ist:

v =y =E|yl2e’

[HouseholderTransf-04]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Grundaufgabe

Zuy € R™,y ¢ span(el), finde v € R, so dass gilt:
Quvy = £|ly||2¢"
» Die Losung der Grundaufgabe ist:
v =1y = yle'
» Um Ausléschung zu vermeiden, wihlt man

v =y + sign(y1)|lyllz ', mit sign(0) := 1.

[HouseholderTransf-04]/3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformationen

Grundaufgabe

Zuy € R™,y ¢ span(el), finde v € R, so dass gilt:
Quvy = £|ly||2¢"
» Die Losung der Grundaufgabe ist:
v =1y = yle'
» Um Ausléschung zu vermeiden, wihlt man

v =y + sign(y1)|lyllz ', mit sign(0) := 1.

Zusammenfassend

a = sign(y1)llyll2
v = y+ ael
Q,Uy — —ael

[HouseholderTransf-04] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.67

2
Zuy = [ 2] wird v € R3 gesucht, so dass gilt:
1
1
Quy = £|lyllze' =£3 |0
0

[Beispiel-3.67-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.67
Aufgabe
2
Zuy = [ 2] wird v € R3 gesucht, so dass gilt:
1
1
Q.y = t|y|l2et =+3 |0
0
5
» Wir erhalten a = 3, und v = y + ae! = [ 2 |, und damit
1
-3
va = 0
0

[Beispiel-3.67-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.67

Zur Berechnung von Q,y wird die explizite Form von Q,,

5
2| (621
oo 10 0 1 , (10 10 -5
Q=I-220-=(0 1 0|-2-F———=— (10 11 -2
vt 0 0 1 5 5 -2 14
(521) |2
1

nicht bendtigt.

£ 20T w

v
vTv vTv

Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Reduktion auf obere Dreiecksform

» Sei a' die erste Spalte der Matrix A € R™X™, m > n.

A=A1)
k% *
E S 3 *

[ReduktionObereDreieck-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Reduktion auf obere Dreiecksform

» Sei a' die erste Spalte der Matrix A € R™X™, m > n.

» Man wendet die Grundaufgabe mit y = a' an:

’Ul = CL1 —+ Sign(a1,1)||a1||2el — Ql = Qvl — QlA

A=A1
L
* %

[ReduktionObereDreieck-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Reduktion auf obere Dreiecksform

» Sei a' die erste Spalte der Matrix A € R™X™, m > n.
» Man wendet die Grundaufgabe mit y = a' an:

vl =a' + sigr1(c1,1,1)||al||2e1 - Q1:=Q,1 — Q1A

A=A0 Q1A =A?
Kk kK eee eee % 0 %
- [ A®
EE * 0= *

[ReduktionObereDreieck-01] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Reduktion auf obere Dreiecksform

» Sei a' die erste Spalte der Matrix A € R™X™, m > n.
» Man wendet die Grundaufgabe mit y = a' an:

vl =a' + sigr1(c1,1,1)||al||2e1 - Q1:=Q,1 — Q1A

> Sei a1 die erste Spalte der Matrix A® ..

A=A0 Q1A =A?
Kk kK eee eee % 0 %
- [ A®
EE * 0= *

[ReduktionObereDreieck-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Reduktion auf obere Dreiecksform

» Sei a' die erste Spalte der Matrix A € R™X™, m > n.
» Man wendet die Grundaufgabe mit y = a' an:

vl =a' + sigr1(c1,1,1)||al||2e1 - Q1:=Q,1 — Q1A

> Sei a1 die erste Spalte der Matrix A® ..

A=AW @A = AP Q:Q:14 = A®)
Kk kK eee eee % 0% eo¢ ooe % 0 % % +¢¢ %
- | A@ L S lools ... s
: AB)
EE * 0= * 0 0= *
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Reduktion auf obere Dreiecksform

» Sei a' die erste Spalte der Matrix A € R™X™, m > n.
» Man wendet die Grundaufgabe mit y = a' an:

vl =a' + sign(a,l,l)||al||2e1 - Q1:=Q,1 — Q1A

> Sei a1 die erste Spalte der Matrix A® ..

A=AW @A = AP Q:Q:14 = A®)
Kk kK eee eee % 0% eo¢ ooe % 0 % % +¢¢ %
- [ A® 5 |0 0% ... %
: Do AG)
Kk kK eee eee % 0% eo¢ ooe % 0 0% ++¢ =%

Qn-1.--Q2Q1A=R,bzw. A=QTQT...QT_R=QR

[ReduktionObereDreieck-01] /6 Dahmen-Reusken Kapitel 3




Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

A=

NN =
(=Rl

mittels Householder-Transformation.

[Beispiel-3.68-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

A=

NN =
(=Rl

mittels Householder-Transformation.

1. Grundaufgabe mit y = a! (erste Spalte von A) ergibt

[Beispiel-3.68-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

A=

NN =
(=Rl

mittels Householder-Transformation.

1. Grundaufgabe mit y = a! (erste Spalte von A) ergibt

1 4
vi=(2|4+38l=|2]| = Q1 =0Q,.
2 2

[Beispiel-3.68-01] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

A=

NN =
(=Rl

mittels Householder-Transformation.

1. Grundaufgabe mit y = a! (erste Spalte von A) ergibt

1 4
vi=(2|4+38l=|2]| = Q1 =0Q,.
2 2

2. Fiir die zwei Spalten der Matrix Q1 A ergibt sich

[Beispiel-3.68-01] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

A=

NN =
(=Rl

mittels Householder-Transformation.

1. Grundaufgabe mit y = a! (erste Spalte von A) ergibt

1 4
vi=[2]4+38'=[2| - Q1=0Q,.
2 2
2. Fiir die zwei Spalten der Matrix Q1 A ergibt sich
1 -3
Q112 = 0 (per Konstruktion)
2 0

[Beispiel-3.68-01] /5 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

Dahmen-Reusken



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

[Beispiel-3.68-02] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

1 1 0 1 1\ -3
Q:(o]=|{o vt ()T (0] =(0]| — -v'=|-2
0 0 (v!)Tv 0 0 2

3
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

1 1 0 1 1\ -3
Q1|10)=|0] — )T lo|=0]| — =v'=]|-2
0 o) (@) 0 o/ 3 3
3

3. Daraus folgt -3 -%

QA= 1]0 -%

2

0 -3
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

1 1 0 1 1\ -3
Qi |o]=o0 )T o] =(0] - o= -2
0 o) (@HTo! 0 o/ 3 2
3

3. Daraus folgt -3 -%

QA=[0 -2

2

0 -3

4. Grundaufgabe mit y gleich erster Spalte von A, d.h.
y = (—%,—%)T, ergibt
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

1 1 0 1 1\ -3
Qi |o]=o0 )T o] =(0] - o= -2
0 o) (@HTo! 0 o/ 3 2
3

3. Daraus folgt -3 -%

_ 2

Q1A= ]0 3

0 -3

4. Grundaufgabe mit y gleich erster Spalte von A, d.h.
y = (—%,—%)T, ergibt

)-2a(2) - (105) - au-a

3 0 -3

c
M)
I
1 1
winvwiN
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

2
Q2| 3
3
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

2 2
3| — 3
QZ 2| = 2
3 3
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

[Beispiel-3.68-03] /3 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68

[Beispiel-3.68-03] /4 Dahmen-Reusken Kapitel 3



Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Beispiel 3.68
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Lineare Gleichungssysteme QR-Zerlegung

Householder-Transformation: Zusammenfassung

» Die QR-Zerlegung iiber Householder-Transformationen ist ebenfalls
sehr stabil.

» Gesonderte Pivotisierung ist nicht erforderlich.

» Der Aufwand fiir die QR-Zerlegung einer vollbesetzten m X n-Matrix
tiber Householder-Transformationen ist etwa %n?’ Flop, falls m = n,
und etwa 2mn? Flop, falls m > n.

Wichtige Anwendungen der Q R-Zerlegung:

» Ausgleichsrechnung (Kapitel 4 und 6)
» Berechnung von Eigenwerten (Kapitel 7)

[HouseholderZusammen-01] Dahmen-Reusken Kapitel 3
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