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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Problemstellung

Bisher: Lineare Gleichungssysteme

> geg.: A € R"*"™ b e R"
ges.. x € R™, sodass Ax = b
» Annahme: detA # 0

= Spalten von A bilden eine Basis in R™
= Ax = b eindeutig |6sbar.
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Problemstellung

Bisher: Lineare Gleichungssysteme
> geg.: A € R"*"™ b e R"
ges.. x € R™, sodass Ax = b

» Annahme: detA # 0
= Spalten von A bilden eine Basis in R™
= Ax = b eindeutig |6sbar.

Jetzt: Lineare Ausgleichsrechnung

> geg.: A € R™X™ b € R™, m > n (spater auch m < n)
ges.. © € R™, sodass Ax = b
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Problemstellung

Bisher: Lineare Gleichungssysteme

> geg.: A € R"*"™ b e R"
ges.. x € R™, sodass Ax = b
» Annahme: detA # 0

= Spalten von A bilden eine Basis in R™
= Ax = b eindeutig |6sbar.

Jetzt: Lineare Ausgleichsrechnung

> geg.: A € R™X™ b € R™, m > n (spater auch m < n)
ges.. © € R™, sodass Ax = b
= im Allgemeinen nicht lésbar! , d.h. fiir jedes © € R™: Ax # b
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Problemstellung

Bisher: Lineare Gleichungssysteme

> geg.: A € R"*"™ b e R"
ges.. x € R™, sodass Ax = b

» Annahme: detA # 0
= Spalten von A bilden eine Basis in R™
= Ax = b eindeutig |6sbar.

Jetzt: Lineare Ausgleichsrechnung

> geg.: A € R™X™ b € R™, m > n (spater auch m < n)
ges.. © € R™, sodass Ax = b
= im Allgemeinen nicht lésbar! , d.h. fiir jedes © € R™: Ax # b

» Ldsung: Bestimme x* € R™, so dass

*

T* = arg ;relﬁg}t ||[Axz — b||2.
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Bestimmung des elektrischen Widerstands (Beispiel 4.1)

» Ohmsches Gesetzz U = I R
» Aufgabe: Bestimme Widerstand R im Stromkreis aus einer Reihe von

Messungen:
(Ui, I;) (Spannung, Stromstarke), ¢ = 1,...,m.

» Problem: Messungen (Daten) sind mit Fehlern behaftet, d.h.
U; # I;R, firfastallei=1,...,m.

U
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Beispiel 4.1

Vorgehen:
» Fehler in Messung i (Residuum)
Ti:IiR—Ui, i:l,...,m
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Beispiel 4.1

Vorgehen:
» Fehler in Messung i (Residuum)
Ti:IiR—Ui, i:l,...,m

» Ein Mal fiir den Gesamtfehler: Summe der Fehlerquadrate

F(R) == é r? = 'TZ::I(L-R —Uy)?
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Beispiel 4.1

Vorgehen:
» Fehler in Messung i (Residuum)
Ti:IiR—Ui, i:l,...,m
» Ein Mal fiir den Gesamtfehler: Summe der Fehlerquadrate
f(R):== 3 r}= Y (LR —U;)?
=1 =1
» Bestimme Widerstand R* so, dass Gesamtfehler minimal wird
R* = arg m}%n f(R)
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Beispiel 4.1

Vorgehen:
» Fehler in Messung i (Residuum)
ri=LR—-U;, 1=1,...,m
» Ein Mal fiir den Gesamtfehler: Summe der Fehlerquadrate

m

F(R) = é =5 (LR - U

» Bestimme Widerstand R* so, dass Gesamtfehler minimal wird
R* = arg m}%n f(R)

» Extremum der quadratischen Funktion f(R)

F/(R")y=0 = R*'= (iUiIi) / (i[f)

[Beispiel-4.1-02] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Allgemeiner: Polynomial Data-Fitting

Anstelle Ursprungsgerade, betrachte allgemeineren Fall ...

Gegeben:

» m Messungen an den Punkten y1,y2, ..., Ym mit zugehdrigen
Daten z1,22,...,2m

» Polynom n — 1-ter Ordnung (wobei n < m)
fly) =cotecay+-+ecpay™™?

[PolynomialDataFitting-G-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Allgemeiner: Polynomial Data-Fitting

Anstelle Ursprungsgerade, betrachte allgemeineren Fall ...

Gegeben:

» m Messungen an den Punkten y1,y2, ..., Ym mit zugehdrigen
Daten z1,22,...,2m

» Polynom n — 1-ter Ordnung (wobei n < m)
fly) =cotecay+-+ecpay™™?

Summe der Fehlerquadrate
S (Fwi) — 2)?
=1

In Matrix-Vektor Notation
2
|Ax — b”z

mit . ..
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Polynomial Data-Fitting

mit
n—1
1 vy Y1 Co z1
1 y2 yp ! c z2
A= . . y L= . , b=
n—1 Cpn—1 Zm

Dahmen-Reusken Kapitel 4
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Lineare Ausgleichsrechnung Motivation, Beispiele

Polynomial Data-Fitting

mit
n—1
1y Yy Co z1
1 y2 yp ! c z2
A= . . y L= . ) b =
n—1 Cn—-1 Zm

1 Ym = °° ym
Aufgabe

Bestimme x* € R", so dass

x* = arg min |Ax — b||2
TER™
oder (gleichbedeutend) gilt:
Az* — b||]2 = min |Az — b|2.
lA2* —bllz = min ||Az — b2

Dahmen-Reusken Kapitel 4
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Lineares Ausgleichsproblem

Allgemeine Problemstellung

Modellansatz: y(t; x1,...,Tyn) mit Parametern ©1,...,Tn,.
(MeR-)Daten: b; = y(ti;1,...,%yn), 1 =1,...,m.
Annahme: Modell ist linear in den Parametern:

Ytis x1,.. 3 Tn) =@ 1T1 + - .. F QinTn, t=1,...,m.

Gaul-Fehlerquadratkriterium: man bestimme Parameter xq, ..., x,, die

m
Z(y(tl’ Llgesey xn) — b,L)2
=1

minimieren.

[AllgLinAusgleichsproblem-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Lineares Ausgleichsproblem: Matrixformulierung

Aufgabe:
m
mwin Z(ai,lml + .ot ainen — bi)2.
=1
Setzt man
= (aw)” L ER™X™ b eR™,

nimmt das Minimierungsproblem die dquivalente kompakte Form

Az — b
nin | Az I3

[AllgLinAusgleichsproblem-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Lineares Ausgleichsproblem: Matrixformulierung

Aufgabe:

m
mwin Z(ai,lml + .ot ainen — bi)2.
=1
Setzt man
= (am) nLER™X™ beR™,

nimmt das Minimlerungsproblem die dquivalente kompakte Form

Az —b
min |Az — b|;

Lineares Ausgleichsproblem

Zu gegebenen A € R™*™ und b € R™, bestimme x* € R", so dass

Az* — b|| = min ||Az — b||>.
|2 gy = o fllas ),

[AllgLinAusgleichsproblem-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Geometrische Interpretation Ax = b

4 0 0
A=1|1 2 1 3
0 0 3
21as
2 b
b= 3.5 1
3
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Geometrische Interpretation mingcg2 ||Ax — b||2
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Geometrische Interpretation mingcg2 ||Ax — b||2
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Geometrische Interpretation mingcg2 ||Ax — b||2

5 i b r=>b— Ax
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Geometrische Interpretation mingcg2 ||Ax — b||2

2
-0.5 ] ang ] ] ] 7:132
* = |
mandNE _1.5] ) Az*
= ||rl2 = 3 . 3 “j/

1

[GeomlInterpLinAusgleich-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Lineares Ausgleichsproblem: Fallunterscheidung

Falls Rang(A) # n: keine eindeutige Losung. Deshalb Fallunterscheidung.

Gewohnliches lineares Ausgleichsproblem (Aufgabe 4.3)

Zu gegebenem A € R™*™ mit Rang(A) = n, und b € R™ bestimme
x* € R™, so dass

|Az™ — b, = ;relIlRI}l |Az — b|, .

[Rangunterscheidung] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Lineares Ausgleichsproblem: Fallunterscheidung

Falls Rang(A) # n: keine eindeutige Losung. Deshalb Fallunterscheidung.

Gewohnliches lineares Ausgleichsproblem (Aufgabe 4.3)
Zu gegebenem A € R™*™ mit Rang(A) = n, und b € R™ bestimme

x* € R™, so dass

|4z — bl, = min |Az — bl

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem (Aufgabe 4.4)

Zu gegebenem A € R™*™ und b € R™ bestimme x* € R™ mit
minimaler Euklidischer Norm, so dass

| A== = bll; = min |4 = b,
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Beispiel 4.5

Man vermutet, dass die MeRdaten

tjlo 1 2 3
y[3 214 1.86 1.72

einer GesetzmaRigkeit der Form

y—f()—am+5

mit noch zu bestimmenden Parametern «, 3 € R gehorchen.

[Beispiel-4.5-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Beispiel 4.5

Man vermutet, dass die MeRdaten

tjlo 1 2 3
y[3 214 1.86 1.72

einer GesetzmaRigkeit der Form

y—f()—am+ﬁ

mit noch zu bestimmenden Parametern «, 3 € R gehorchen.

Frage/Problem

> Wie lautet das zugehérige lineare Ausgleichsproblem?
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Beispiel 4.5

MeRdaten
t|o 1 2 3
y|[3 2.14 1.86 1.72

GesetzmalRigkeit

1
y=f(t)=a1—+t+5

Das Ausgleichsproblem lautet ||A x* — b||2 = min ||Ax — bl||2, wobei
zER

[Beispiel-4.5-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Beispiel 4.5

MeRdaten
t|o 1 2 3
y|[3 2.14 1.86 1.72

GesetzmalRigkeit

1
y=f(t)=a1—+t+5

Das Ausgleichsproblem lautet ||A x* — b||2 = min ||Ax — bl||2, wobei
zER
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Beispiel 4.5

MeRdaten
t|o 1 2 3

y|[3 2.14 1.86 1.72

GesetzmalRigkeit
1
y=ft)=a——+8

1+¢
Das Ausgleichsproblem lautet ||A x* — b||2 = min ||Ax — bl||2, wobei
xz€ER
1
o 1
1
a IEE
r = A =
B)’ 4o
1+2
1
s 1
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Beispiel 4.5

MeRdaten
t|o 1 2 3

y|[3 2.14 1.86 1.72

GesetzmalRigkeit
1
y=ft)=a——+8

1+¢
Das Ausgleichsproblem lautet ||A x* — b||2 = min ||Ax — bl||2, wobei
xR
1
iTo 1 11
1 1
a IEE 2 1
Tr = 16 y A = 1 = 1 , b
iz 1 s 1
1 1
s 1 a1
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Lineare Ausgleichsrechnung Problemstellung

Beispiel 4.5

MeRdaten
t|o 1 2 3

y|[3 2.14 1.86 1.72

GesetzmalRigkeit
1
y=ft)=a——+8

1+¢
Das Ausgleichsproblem lautet ||A x* — b||2 = min ||Ax — bl||2, wobei
xR
1
iTo 1 11
3

1 1

o 1 L 2 1 2.14

r = ) A = = ) b =

B o1 19 1.86
T ’ 1.72
s 1 a1
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Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Best-Approximation-Aufgabe

Lineares Ausgleichsproblem:
Bestimme dasjenige y* in U = Bild(A) = {Ax | ¢ € R™} C R™, so
dass

* —bll, = min ||y — b, .
ly I min ly — b,

[Best-Approximation-01]

Dahmen-Reusken
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Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Best-Approximation-Aufgabe

Lineares Ausgleichsproblem:
Bestimme dasjenige y* in U = Bild(A) = {Ax | ¢ € R™} C R™, so
dass
*—b|, = min |y — b|, -
ly > = minly — 5],

Beispiel einer Best-Approximation-Aufgabe.
Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ),

Norm |v| := ('v,v)%.

Best-Approximation-Aufgabe 4.8

Es sei U C V ein n-dimensionaler Teilraum von V. Zu v € V bestimme
u* € U, so dass
|[u* — v = min |u — v| .
uclU

[Best-Approximation-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Best-Approximation-Aufgabe

Satz 4.11

Es existiert ein eindeutiges u* € U, das
* — . _ 1
ol = ol @ (1)
erfiillt. Ferner gilt (1) genau dann, wenn
(u* —v,u)y =0 VueUl,

d.h., u* — v senkrecht (bzgl. (-,)) zu U ist. Das Element u* ist somit
die orthogonale Projektion (bzgl. {:,-)) von v auf U.

[Best-Approximation-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Orthogonale Projektion

Definition 4.12

Es seien V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und dadurch
induzierter Norm ||-|| = (-, -)*/2 und U ein endlichdimensionaler
Unterraum von V. Zu v € V existiert ein eindeutiges Py (v) € U, so
dass v — Py(v) L U, d.h,,

(v — Py(v),uy =0 V uel.

Die Abbildung Py : V. — U ist die orthogonale Projektion (auf U).

[Orthogonale-Projektion-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Orthogonale Projektion

Eigenschaften der orthogonalen Projektion

» Die Abbildung Py : V. — U ist linear.
> Py ist ein Projektor, d.h. Py(u) = u fir alle w € U (P3 = Pu).
» Die Abbildung Py ist symmetrisch, d.h.,

(Py(v),w) = (v, Py(w)), V v,we V.
» Py ist beschrankt und zwar gilt

[Pyl = sup [[Py(v)| = 1.

llvll=1

[Orthogonale-Projektion-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Bestimmung von Py (v)

Es seien {¢1,..., ¢} eine Basis fir U und Py (v) = Z?:l cjP;.

Wir definieren

Cc = (cl""’cn)T7 /i}: (<U7¢1>7"'7<v7¢n>)T7
G := ((¢x, ¢j));k:1 (Gram-Matrix).

Die Matrix G ist symmetrisch positiv definit.

[Orthogonale-Projektion-03] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Bestimmung von Py (v)

Es seien {¢1,..., ¢} eine Basis fir U und Py (v) = Z?:l cjP;.

Wir definieren

Cc = (cl,---acn)Ta D= (<U7¢1>7°"7<v7¢n>)T7

G := ((¢x, ¢j>);k:1 (Gram-Matrix).
Die Matrix G ist symmetrisch positiv definit.
Es gilt: Ge = .

Die Berechnung einer orthogonalen Projektion lauft also im Allgemeinen
auf die Losung eines Gleichungssystems mit einer symmetrisch positiv
definiten Matrix hinaus.

[Orthogonale-Proj Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Bestimmung von Py (v)

Wichtiger Spezialfall:
{¢1,...,dn} eine Orthonormalbasis fir U:

<¢z’,¢j> =(5,'j, 2,7 =1,...,m.
Es gilt G = 1.

Folgerung 4.13
Fiir jedes v € V 16st

Py (v) := Z(”’ ®5)Pj
j=1

die Best-Approximation-Aufgabe 4.8.

[Orthogonale-Projektion-04] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Beispiel 4.14: Fourier-Best-Approximation

V = C(0,27]) und (f,g) = 2" F(t)g(t) dt
Die trigonometrischen Funktionen

cos(kt), k=0,...,N, sin(¢t), £=1,...,N,
bilden ein Orthogonalsystem beziiglich dieses Skalarprodukts.

U': der von diesen 2N + 1 Funktionen aufgespannte Raum.

[Beispiel-4.14]
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Lineare Ausgleichsrechnung Orthogonale Projektion auf Teilraum

Beispiel 4.14: Fourier-Best-Approximation

V = C(0,27]) und (f,g) = 2" F(t)g(t) dt
Die trigonometrischen Funktionen

cos(kt), k=0,...,N, sin(¢t), £=1,...,N,
bilden ein Orthogonalsystem beziiglich dieses Skalarprodukts.

U': der von diesen 2N + 1 Funktionen aufgespannte Raum.

Die Funktion gn (%) := %ao + Zszl ay cos(kt) + by sin(kt),

2 27

ag = — f(t) cos(kt)dt, by := 1 f(¢) sin(kt) dt,
™ Jo ™Jo

|6st die Aufgabe

2w
lon = £12 = [ (an(®) = £(0))? dt = minllg - £13a.

[Beispiel-4.14]
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Lineare Ausgleichsrechnung =~ Gewdhnliches lineares Ausgleichsproblem

Normalgleichungen

Die Lésung des linearen Ausgleichsproblems |dsst sich auf die Lésung des
linearen Gleichungssystems

ATAxz = AT

reduzieren, das hiufig als Normalgleichungen bezeichnet wird.

R Bild(A)
={Az |z e R"}
b
Ax*
b— Azx*
o €R” R"

Normalengleich Dahmen-Reusken
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Lineare Ausgleichsrechnung =~ Gewdhnliches lineares Ausgleichsproblem

Normalgleichungen

Annnahme: die Matrix A hat vollen Spaltenrang.

Satz 4.15

Der Vektor * € R™ ist genau dann Ldsung des gewdhnlichen linearen
Ausgleichsproblems, wenn x* Lésung der sogenannten Normalgleichungen

ATAx = ATb

ist. Die Systemmatrix ATA ist symmetrisch positiv definit.

[Normalengleichung-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung =~ Gewdhnliches lineares Ausgleichsproblem

Normalgleichungen

Annnahme: die Matrix A hat vollen Spaltenrang.

Satz 4.15

Der Vektor * € R™ ist genau dann Losung des gewdhnlichen linearen
Ausgleichsproblems, wenn x* Ldsung der sogenannten Normalgleichungen

ATAx = ATp

ist. Die Systemmatrix ATA ist symmetrisch positiv definit.

Bemerkung 4.17

Die Abbildung b +— x*, x* = (AIA)_lATb, ist linear. Da im Falle
m = n gerade (ATA)~1 AT = A~ gilt, kann man die Matrix
(ATA)~1 AT als eine Verallgemeinerung der Inversen betrachten.

[Normalengleichung-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung  Kondition des Ausgleichsproblems

Kondition des gewdhnlichen linearen Ausgleichsproblems

mxmn — A=)z /.0 A2
Fir A e R sei ko(A) : = r;l;ac Tall2 /r;l;g)l Talle "

[KondLinAusgleichProb-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung

Kondition des gewdhnlichen lin

Kondition des Ausgleichsproblems

earen Ausgleichsproblems

Fir A € R™*"™ sei ka(A) := max ”Awlh/mm Az
oo Nzllz / GRY Tlell
b ©®: Winkel zwischen b und Ax*
| ob
l -
| b
e |
oD !
Ax* Az

Dahmen-Reusken

[KondLinAusgleichProb-01]
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Lineare Ausgleichsrechnung  Kondition des Ausgleichsproblems

Kondition des gewdhnlichen linearen Ausgleichsproblems

mxn A 2|2 llA=z||2
Fiir A € R™™ sei ri3(A) = maux [E2 /min 1552,

b ©: Winkel zwischen b und Ax*

Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems beziiglich Storungen in b
gilt _
|2 —z*ll2 _ £2(A) |[b— b2
lz*llz — cos® ||b]|2

[KondLinAusgleichProb-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung  Kondition des Ausgleichsproblems

Kondition des gewdhnlichen linearen Ausgleichsproblems

Fir A € R™*"™ sei ka(A) := max ”Awlh/ml Az

w20 lzllz /g llellz *
b ©: Winkel zwischen b und Ax*
| ob
l -
| b
©) |
S0 ‘
Ax* Az

Satz 4.20

Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems beziiglich Stérungen in
A gilt

|2 — *|2

[Ealp

A—A
< (w2(A) + £2(4)? tan ©) %
2

[KondLinAusgleichProb-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung  Kondition des Ausgleichsproblems

Beispiel 4.19

Gegeben seien

1 1 0.01
A:=(0 0] undb:= 1 ,
01 0

sowie eine gestdrte rechte Seite b = (0.01, 1, 0.01). Bestimmen Sie z*
und &, und diskutieren Sie die Kondition des linearen Ausgleichsproblems.

[Beispiel-4.19-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung  Kondition des Ausgleichsproblems

Beispiel 4.19

Gegeben seien

1 1 0.01
A:=(0 0] undb:= 1 ,
01 0

sowie eine gestdrte rechte Seite b = (0.01, 1, 0.01). Bestimmen Sie z*
und &, und diskutieren Sie die Kondition des linearen Ausgleichsproblems.

Die Lésung der Normalgleichungen liefert

2* = (ATA)~1ATp — <0'81) :

sowie fiir die gestorte rechte Seite

&= (ATA)"1ATp = (0 ?)1) .

[Beispiel-4.19-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung  Kondition des Ausgleichsproblems

Beispiel 4.19

Daraus folgt
& —x* b—b
I = a%lla o410 = bl
[l* |2 l16]l2

also eine schlechte Kondition des linearen Ausgleichsproblems.

spiel-4.19-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung  Kondition des Ausgleichsproblems

Beispiel 4.19

Daraus folgt

T —x* b—b
I i Il2 ~ 100|| IIz’
llz*||2 [16]]2

also eine schlechte Kondition des linearen Ausgleichsproblems.

Mit Hilfe von Satz 4.18 erhalt man aus

A *
k2(A) = 2.62 und cos® = w

= 0.01
[16]]2 ’

fiir die Kondition beziiglich Stérungen in b

F-',z(A)

cos ®

= 262,
d.h. eine schlechte Kondition, obwohl k2(A) klein ist.

[Beispiel-4.19-02] Dahmen-Reusken
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Lineare Ausgleichsrechnung  Statistischer Hintergrund

Lineare Regression: Statistischer Hintergrund

Es seien (t1,Y1), .-+, (tm, Ym) Daten, mit t; feste (deterministische)
Messpunkte und die y; Realisierungen von Zufallsvariablen Y;.
Die Lineare Regression basiert auf einem Ansatz der Form

n
Yizz:ak(ti)mk—l—Fi, i:l,...,m,
k=1

wobei die ag(t) geeignete Ansatzfunktionen sind.
Modell- oder Messfehler werden durch die Zufallsvariablen F; dargestellt.

[Statistisch-01]
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Lineare Ausgleichsrechnung  Statistischer Hintergrund

Lineare Regression: Statistischer Hintergrund

Es seien (t1,Y1), .-+, (tm, Ym) Daten, mit t; feste (deterministische)
Messpunkte und die y; Realisierungen von Zufallsvariablen Y;.
Die Lineare Regression basiert auf einem Ansatz der Form

n
E:Zak(ti)wk—l—Fi, i:l,...,m,
k=1

wobei die ag(t) geeignete Ansatzfunktionen sind.
Modell- oder Messfehler werden durch die Zufallsvariablen F; dargestellt.

Die gegebenen Messdaten y = (y1,--.,¥Ym)” sind Realisierungen von
Y = (Y1,...,Ym)T.

Wir definieren die Zufallsvariable
&= (ATA)71ATy.

& ist ein Schatzer fiir den unbekannten Parametersatz.

[Statistisch-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung  Statistischer Hintergrund

Lineare Regression: Statistischer Hintergrund

& ist ein Schatzer fir den unbekannten Parametersatz .

Annahme: F; sind unabhangig, identisch verteilt mit Erwartungswert
E(F;) = 0 und Varianz-Kovarianzmatrix o 1.

[Statistisch-02]
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Lineare Ausgleichsrechnung  Statistischer Hintergrund

Lineare Regression: Statistischer Hintergrund

& ist ein Schatzer fiir den unbekannten Parametersatz .
Annahme: F; sind unabhangig, identisch verteilt mit Erwartungswert
E(F;) = 0 und Varianz-Kovarianzmatrix o 1.
» & ist der “Best Linear Unbiased Estimator” (BLUE). Es gilt:
ist linear in y.
ist erwartungstreu: E(Z) = x.
- & hat minimale Varianz.

IS R

[Statistisch-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung  Statistischer Hintergrund

Lineare Regression: Statistischer Hintergrund

& ist ein Schatzer fiir den unbekannten Parametersatz .
Annahme: F; sind unabhangig, identisch verteilt mit Erwartungswert
E(F;) = 0 und Varianz-Kovarianzmatrix o 1.

» & ist der “Best Linear Unbiased Estimator” (BLUE). Es gilt:
- & ist linear in y.

- & ist erwartungstreu: E(Z) = x.
- & hat minimale Varianz.

» & ist der “Maximum-Likelihood-Schatzer” (MLS).
Weitere Annahme: Fj; sind normalverteilt.
Fiir die Messreihe y1, . .., Y, ist die Likelihood-Funktion:

1 5 1 2
) 2 o agzlly—Azlz

L(m;yla s ,ym) = (271_0_2

Das Maximum dieser Funktion wird an der Stelle & angenommen.

[Statistisch-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung tiber Normalgleichungen

Da die Matrix AT A symmetrisch positiv definit ist, ergibt sich folgende
Methode:

Losung iiber Normalgleichungen

» Berechne AT A, ATb.
» Berechne die Cholesky-Zerlegung von AT A

LDLT = ATA

> Lose
Ly=ATb, LTx=D1y

durch Vorwarts- bzw. Riickwartseinsetzen.

[LoesungNormalenGleich-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung tiber Normalgleichungen

Da die Matrix AT A symmetrisch positiv definit ist, ergibt sich folgende
Methode:

Losung iiber Normalgleichungen

» Berechne AT A, ATb.
» Berechne die Cholesky-Zerlegung von AT A
LDLT = ATA
> Lose
Ly=ATb, LTx=D1y
durch Vorwiarts- bzw. Riickwartseinsetzen.

Rechenaufwand: etwa mn? + in® Flop.

[LoesungNormalenGleich-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber Normalgleichungen — Nachteile

» Die Berechnung von AT A ist fiir groRe m aufwendig (mn? Flop).

[LoesungNormalenGleich-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber Normalgleichungen — Nachteile

» Die Berechnung von AT A ist fiir groRe m aufwendig (mn? Flop).

» Rundungsfehler bei der Berechnung von AT A und ATb (im ersten
Schritt des Verfahrens) kdnnen mit einem Faktor ko (AT A) verstirkt

werden.

[LoesungNormalenGleich-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber Normalgleichungen — Nachteile

» Die Berechnung von AT A ist fiir groRe m aufwendig (mn? Flop).

» Rundungsfehler bei der Berechnung von AT A und ATb (im ersten
Schritt des Verfahrens) kdnnen mit einem Faktor ko (AT A) verstirkt
werden.

» Bei der Losung des Systems AT Ax = AT b iiber das
Cholesky-Verfahren werden die in der Durchfiihrung entstehenden
Rundungsfehler mit (héchstens)

k2(ATA)

verstirkt. Es gilt ka(ATA) = ka(A)2.
Folglich wird die Rundungsfehlerverstirkung durch x2(A)? beschrieben.

[LoesungNormalenGleich-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.24

Gegeben seien

V3 V3 23
A=|6 o0 |,b=| 6 |,0<déx1.
0 6 5

Bestimmen Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
Normalgleichungen und diskutieren Sie das Ergebnis.

[Beispiel-4.24-01]

Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.24

Gegeben seien

V3 V3 23
A=|6 o0 |,b=| 6 |,0<déx1.
0 6 5

Bestimmen Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
Normalgleichungen und diskutieren Sie das Ergebnis.

» Das lineare Ausgleichsproblem hat die Lésung z* = (1,1)T
(fiir alle 6 > 0).

[Beispiel-4.24-01]
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Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.24

Gegeben seien

V3 V3 23
A=|6 o0 |,b=| 6 |,0<déx1.
0 6 5

Bestimmen Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
Normalgleichungen und diskutieren Sie das Ergebnis.

» Das lineare Ausgleichsproblem hat die Lésung z* = (1,1)T
(fiir alle 6 > 0).

» Es gilt ® = 0 und damit cos ® = 1, d.h. die Kondition des Problems
wird ausschlieRlich durch k5(A) beschrieben.

[Beispiel-4.24-01]
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Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.24

Gegeben seien
V3 V3 2v/3
A=14d 0 |,b= ) , 0 <o K1
0 o )
Bestimmen Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
Normalgleichungen und diskutieren Sie das Ergebnis.

» Das lineare Ausgleichsproblem hat die Lésung z* = (1,1)T
(fiir alle 6 > 0).

» Es gilt ® = 0 und damit cos ® = 1, d.h. die Kondition des Problems
wird ausschlieRlich durch k5(A) beschrieben.
» Man rechnet einfach nach, dass

K,Q(A) ~ \gg

[Beispiel-4.24-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.24

» Ein stabiles Verfahren sollte ein Resultat Z liefern, mit

~ *
2 —a*|l2 _

forly A eps

Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.24

» Ein stabiles Verfahren sollte ein Resultat Z liefern, mit

T — x*
w S k2(A) eps
llz* |2

» Die Losung dieses Problems iiber die Normalgleichungen und das
Cholesky-Verfahren auf einer Maschine mit eps =~ 10716 ergibt jedoch:

x—zx* 1

d=10"*: 2 = =]l ~2-107% ~ —ka(A)? eps
[EalP 3
z—x* 1

§=10"5: u ~2-107% ~ Zky(A)%eps
[P 3

[Beispiel-4.24-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.24

» Ein stabiles Verfahren sollte ein Resultat Z liefern, mit

T — x*
w S k2(A) eps
llz* |2

» Die Losung dieses Problems iiber die Normalgleichungen und das
Cholesky-Verfahren auf einer Maschine mit eps =~ 10716 ergibt jedoch:

x—zx* 1
d=10"*: 2 = =]l ~2-107% ~ —ka(A)? eps
[EalP 3
|2 — «*[]2

1
§=10"5: ~2-107% ~ gmg(A)2 eps

llz*|l2

Das Ldsungsverfahren ist (in diesem Beispiel) nicht stabil.

[Beispiel-4.24-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Zur Erinnerung:
> Fir A € R™*™ m > n, mit Rang(A) = n, folgt aus der
QR-Zerlegung von A, dass

QA=R:<§> oo

} m—n

wobei die obere Dreiecksmatrix R € R*X" regular ist.

[LoesungMitQR-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Zur Erinnerung:
> Fir A € R™*™ m > n, mit Rang(A) = n, folgt aus der
QR-Zerlegung von A, dass
_p_(R\} n
wobei die obere Dreiecksmatrix R € R*X" regular ist.

» Multiplikation mit (einer orthogonalen Matrix) @ verdndert nicht die
euklidische Linge eines Vektors, d.h.

lz|l2 = ||Qx]|2 fiir alle z € R™.

[LoesungMitQR-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Zur Erinnerung:
> Fir A € R™*™ m > n, mit Rang(A) = n, folgt aus der
QR-Zerlegung von A, dass

QA=R:<§> oo

} m—n

wobei die obere Dreiecksmatrix R € R*X" regular ist.

» Multiplikation mit (einer orthogonalen Matrix) @ verdndert nicht die
euklidische Linge eines Vektors, d.h.

Izll2 = [|Qzl|2 fiir alle 2 € R™.
» Das lineare Ausgleichsproblem: bestimme * € R™, so dass

|Az* — b|l]2 = min ||Ax — b||2.
xER™

[LoesungMitQR-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Daraus folgt:

|[Az* —b|l2 = min ||[Az — b2
T ER™

[LoesungMitQR-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Daraus folgt:

Az —blz = min Az —bl2 = min ||Q(Az — b)||2

[LoesungMitQR-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Daraus folgt:
Az —blz = min Az —bl2 = min ||Q(Az — b)||2

— mi Az —
min |Q Az — Qbl|

[LoesungMitQR-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Daraus folgt:

Az —blz = min Az —bl2 = min ||Q(Az — b)||2

min ||Q Az — Qb||2

xrER™

— mi — Qb
min |Rz — Qbll

[LoesungMitQR-02]

Dahmen-Reusken
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Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Daraus folgt:

Az —blz = min Az —bl2 = min ||Q(Az — b)||2

min ||Q Az — Qb||2

xrER™

— mi — Qb
min |Rz — Qbll

Mit R = (?) i:% . Qb= <Z:) i:bn . erh3lt man

[LoesungMitQR-02]

Dahmen-Reusken
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Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Daraus folgt:

Az —blz = min Az —bl2 = min ||Q(Az — b)||2

— mi Az —
min |Q Az — Qbl|

— min |[Rz — Qb)2.
min |Rz — Qbll

Mit R = (?) i:% . Qb= <Z:) i:bn . erh3lt man

()=l

|Az* —b||2 = min
xER™

[LoesungMitQR-02]

Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung

L3sungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Daraus folgt:
lAz* —bll2 =

Mit R = (?) ]}’:%_n,

[LoesungMitQR-02]

Az —b|3

Dahmen-Reusken

min ||Az — b2 = min |Q(Az — b)||

min ||Q Az — Qb||2
xrER™

i — Qb
min |Rz — Qbll

Qb= (Z:) i:bn—n’ erhilt man
R\ __ (b)|
0 bs

= min (IRe — i3 + ||b2|| 2)

= min
xER™

Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung

L3sungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Daraus folgt:
lAz* —bll2 =

Mit R = (?) ]}’:%_n,

[LoesungMitQR-02]

Az —b|3

Dahmen-Reusken

min ||Az — b2 = min |Q(Az — b)||
: A

min |Q Az — Qbl|
i — Qb

min |Rz — Qbll

__ (b1 }n 5
Qb= <b2) Ym —n’ erhalt man
R o — by 2
0 b2
= min (IRe — i3 + ||b2|| 2)
= ||b2||2 fur RZB:bl

= min
xER™

Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Satz 4.25
Seien A € R™*™ mit Rang(A) = n und b € R™.

Sei Q@ € R™X™ eine orthogonale Matrix und R € R™X™ eine obere
Dreiecksmatrix, so dass

or-n- ()]

}m —n’

Dann ist die Matrix R reguldr. Schreibt man

_ bl }n
@v=(52) -
dann ist z* = R~ by die Losung des gewohnlichen linearen
Ausgleichsproblems. Es gilt || A x* — b||2 = ||b2]|2.

[LoesungMitQR-03]
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Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Aus Satz 4.25 ergibt sich nun folgende Methode:

» Bestimme die Q R-Zerlegung von A

QA= (’3) (R € R™™),

z.B. mittels Givens- oder Householder-Transformationen und berechne
_ (b
= (3)

> Lése Rr = b1 mittels Rickwartseinsetzen.

[LoesungMitQR-04] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung

Aus Satz 4.25 ergibt sich nun folgende Methode:

» Bestimme die Q R-Zerlegung von A

QA= (’3) (R € R™™),

z.B. mittels Givens- oder Householder-Transformationen und berechne
b1
b= .
Q <b2
> Lése Rr = b1 mittels Rickwartseinsetzen.

Rechenaufwand (fiir Householder und m >> n): etwa 2mmn? Flop.

[LoesungMitQR-04] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.26

Gegeben seien

3 7 10
A=[0 12|, b=|1],
4 1 5

dh.m=3,n = 2.
Man bestimme die Lésung z* € R? des zugehdrigen linearen
Ausgleichsproblem {iber QR-Zerlegung mittels Givens-Rotation.

[Beispiel-4.26-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.26

Gegeben seien

3 7 10
A=[0 12|, b=|1],
4 1 5

dh.m=3,n = 2.
Man bestimme die Lésung z* € R? des zugehdrigen linearen
Ausgleichsproblem {iber QR-Zerlegung mittels Givens-Rotation.

Annullierung von as 1:

A2

[Beispiel-4.26-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.26

Gegeben seien

3 7 10
A=[0 12|, b=|1],
4 1 5

dh.m=3,n = 2.
Man bestimme die Lésung z* € R? des zugehdrigen linearen
Ausgleichsproblem {iber QR-Zerlegung mittels Givens-Rotation.

Annullierung von as 1:

5 5
A® =G 3A=[0 12|, P =Gi3b
0 -5

[Beispiel-4.26-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.26

Gegeben seien

3 7 10
A=[0 12|, b=|1],
4 1 5

dh.m=3,n = 2.
Man bestimme die Lésung z* € R? des zugehdrigen linearen
Ausgleichsproblem {iber QR-Zerlegung mittels Givens-Rotation.

Annullierung von as 1:

5 5 10
AP =qgi3A=(0 12|, P =Gizb=|1
0 -5 -5

Zur Erinnerung: die Transformationen G'1,3A und G1,3b werden in der
Praxis ausgefiihrt, ohne dass G'1,3 explizit berechnet wird.

[Beispiel-4.26-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung

Beispiel 4.26

; (2).
Annullierung von ag 5:

AB)

Dahmen-Reusken

L3sungsverfahren

Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.26

; (2).
Annullierung von ag 5:

B
&
I
Q
»
w
S
I
o
=
w
I

3.
0O O 0

[Beispiel-4.26-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.26

; (2).
Annullierung von ag 5:

5 5 5 10
AB) =Gy3A® = [0 13| = (0> , b3 =G 3b? = | 5%
0 0 55

13

[Beispiel-4.26-02]
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Lineare Ausgleichsrechnung

L3sungsverfahren

Beispiel 4.26

Annullierung von a:(,f%:
5 5 B 10
AB®) =G4 = [0 13| = (0> , b®) =Gy 3b? = %
0 0 _55
13
Loésung von
(6 &) ()= ()
=\ 37
0 13/ \x2 i3
durch Riickwartseinsetzen liefert

. (301 37 >T
169’169/

[Beispiel-4.26-02]

Dahmen-Reusken
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Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.26

Loésung von

(5 5 G =)

durch Riickwartseinsetzen liefert
. (301 37>T
= —,— .
169 169

Als Norm des Residiums ergibt sich:

[Beispiel-4.26-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.26

Loésung von

(5 5 G =)

durch Riickwartseinsetzen liefert
. (301 37>T
= —,— .
169 169

Als Norm des Residiums ergibt sich:

55

b = —.
||b2]]2 13

[Beispiel-4.26-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung — Stabilitat

» Wegen Satz 3.57 gilt _
k2(A) = k2(R),

d.h. das Quadrieren der Kondition, das bei den Normalgleichungen
auftritt, wird vermieden.

[LoesungMitQRStabiliaet-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Losung liber QR-Zerlegung — Stabilitat

» Wegen Satz 3.57 gilt _
k2(A) = k2(R),

d.h. das Quadrieren der Kondition, das bei den Normalgleichungen
auftritt, wird vermieden.

» Die Berechnung der Q R-Zerlegung iiber Givens- oder
Householder-Transformationen ist ein sehr stabiles Verfahren, wobei
die Fehlerverstirkung durch k2(A) (und nicht k2(A)?) beschrieben
wird.

[LoesungMitQRStabiliaet-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.28

Gegeben seien
V3 V3 2v/3
A=1|14d6 0 |,b= ) , 0< oK1
0 ¢ )
Bestimmen Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
Q R-Zerlegung und diskutieren Sie das Ergebnis.

[Beispiel-4.28-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.28

Gegeben seien

V3 V3 23
A=|6 o]|,b=| 6§ |,0<éx1.
0 6 5

Bestimmen Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
Q R-Zerlegung und diskutieren Sie das Ergebnis.

Auf einer Maschine mit eps ~ 10716 erhilt man
2 — a*||2
[l |2

5 10-0, 12—l
[l |2

§=10"%: ~ 2.2-10716,

~ 1.6-10716,

[Beispiel-4.28-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Beispiel 4.28

Gegeben seien

V3 V3 23
A=|6 o]|,b=| 6§ |,0<éx1.
0 6 5

Bestimmen Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems iiber die
Q R-Zerlegung und diskutieren Sie das Ergebnis.

Auf einer Maschine mit eps ~ 10716 erhilt man
2 — a*||2
[l |2

5 10-0, 12—l
[l |2

§=10"%: ~ 2.2-10716,

~ 1.6-10716,

Das Ldsungsverfahren ist sehr stabil (vgl. Beispiel 4.24).

[Beispiel-4.28-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Zusammenfassung

Normalgleichungen QR-Zerlegung

Rechenaufwand

(m > n)

Stabilitat

[Zusammenfassung-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Zusammenfassung

Normalgleichungen QR-Zerlegung
Rechenaufwand 9
ca. mn
(m > n)
Stabilitat

[Zusammenfassung-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Zusammenfassung

Normalgleichungen QR-Zerlegung
Rechenaufwand s mm? ca. 2mn2
(m > n) (Householder)

Stabilitat

[Zusammenfassung-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Zusammenfassung

Normalgleichungen QR-Zerlegung
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Zusammenfassung
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Lineare Ausgleichsrechnung Ldsungsverfahren

Zusammenfassung

Normalgleichungen QR-Zerlegung
Rechenaufwand s mm? ca. 2mn2
(m > mn) (Householder)
Stabilitit instabil, wenn stabil

k2(A)>1und K 37

stabil, wenn
K,z(A) ~1
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Singuldrwertzerlegung (SVD)

Singularwertzerlegung

Satz 4.29

Zu jeder Matrix A € R™*™ existieren orthogonale Matrizen U € R™*™,
V € R™*™ und eine Diagonalmatrix

¥ := diag(o1,...,0p) € R™*™, p = min(m,n),

mit

so dass

[SVD-G-01]
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Singuldrwertzerlegung (SVD)

Singularwertzerlegung

Satz 4.29

Zu jeder Matrix A € R™*™ existieren orthogonale Matrizen U € R™*™,
V € R™*™ und eine Diagonalmatrix

¥ := diag(o1,...,0p) € R™*™, p = min(m,n),

mit
so dass

» Singuldrwerte von A : o0, t=1,...,p
» Linkssinguldrvektoren : Spalten von U = [u1 ug2 * * * Up,]

» Rechtssingularvektoren: Spalten von V' = [vq vg - - - vy

[SVD-G-01]
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Singulirwertzerlegung (SVD)

Pseudoinverse

Wir definieren AT € R™X™ durch

AT :=vetuT mit =t = diag(e7',...,0%,0,...,0) € R?X™

T

Diese Pseudoinverse ist eindeutig definiert.

[SVD-Pseudoinverse] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singulirwertzerlegung (SVD)

Pseudoinverse

Wir definieren AT € R™X™ durch

AT :=vetuT mit =t = diag(e7',...,0%,0,...,0) € R?X™

T

Diese Pseudoinverse ist eindeutig definiert.

Verallgemeinerung der Konditionszahl:

* g1
k3(A) := [|All2]|AT|]2 = —

T
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Singulirwertzerlegung (SVD)

Eigenschaften: Lemma 4.30

Es sei UT AV = X eine Singuldrwertzerlegung von A € R™*X"™ mit
Singuldrwerten 1 > ... > 0p > Opp1 = ..

p = min{m,n}. Dann gilt:
(i) Av; = ozu;, ATu; =ojv;, i=1,..
(i) Rang(A) = r.

.=o0p, =0,

« 9 P.

[SVDEigenschaften-01]
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Singulirwertzerlegung (SVD)

Eigenschaften: Lemma 4.30

Es sei UT AV = X eine Singuldrwertzerlegung von A € R™*X"™ mit

Singuldrwerten oy > ... > 0p > Opp1 = ... = 0p =0,
p = min{m,n}. Dann gilt:
(i) Av; = oyu;, ATu; =o4v;, i=1,...,p.
(i) Rang(A) = r.
(iii) Bild(A) = Span{u1,...,u,}, Kern(A) = Span{v,41,
(iv) [|Allz = o1
(v) Falls Rang(A) = n < m, so gilt

5 maxj|,|,—1 ||Ax||2
k3 (A) = Ka(A) = lzll2=1 || Azl

rnin||zc||2=1 ||A:13||2

ey Un}
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Singulirwertzerlegung (SVD)

Eigenschaften: Lemma 4.30

Es sei UTAV = X eine Singuldrwertzerlegung von A € R™*"™ mit
Singuldrwerten oy > ... > 0p > Opp1 = ... = 0p =0,
p = min{m,n}. Dann gilt:
(i) Av; = oyu;, ATu; =o4v;, i=1,...,p.
(i) Rang(A) = r.
(iii) Bild(A) = Span{u1,...,u,}, Kern(A) = Span{vyt1,...,0n}.
(iv) [[Allz = o1
(v) Falls Rang(A) = n < m, so gilt

5 maxj|,|,—1 ||Ax||2
k3 (A) = Ka(A) = lzll2=1 || Azl

rnin||zc||2=1 ||A:13||2

(vi) Die strikt positiven Singuldrwerte sind gerade die Wurzeln der strikt
positiven Eigenwerte von AZA:

[SVDEigenschaften-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD)

Singularwertzerlegung — Geometrische Interpretation

RrR™

span{ur 1.}
= Kern(AT)

span{ui, ..., ur}
= Bild(A)

Orthogonale Basis in R™ und in R™.

[SVDGeometrisch-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD)

Singularwertzerlegung — Geometrische Interpretation

[SVDGeometrisch-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Berechnung von Singuldrwerten

Berechnung von Singuldrwerten

Lemma 4.32

Es sei A € R™*™, Es seien Q1 € R™*X™ Q4 € R™*™ orthogonale
Matrizen. Dann haben A und Q1 AQ- die gleichen Singularwerte.

emmaé4-32]
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Singulirwertzerlegung (SVD) Berechnung von Singuldrwerten

Berechnung von Singuldrwerten

Lemma 4.32

Es sei A € R™*™, Es seien Q1 € R™*X™ Q4 € R™*™ orthogonale
Matrizen. Dann haben A und Q1 AQ- die gleichen Singularwerte.

Transformation auf Bidiagonalgestalt. Beispiel einer 5 X 4-Matrix.
Wir verwenden Householdertransformationen.

Q1A =

S O O O ¥
* ¥ ¥ ¥ ¥
* ¥ ¥ ¥ %

* ¥ ¥ ¥ ¥
|
N
S ¥
N————
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Singulirwertzerlegung (SVD) Berechnung von Singuldrwerten

Transformation auf Bidiagonalgestalt

Es sei Q1 € R3*3 eine Householder-Transformation, so dass

*
lel =10], also vf ~f = vf@l =(*x 0 0).
0
Mit der orthogonalen Matrix Q1 := 0 0 € R**4 erhilt man
1

~ * vl 1 0
QlAQ1=<@ *1> (0 Q1>=

S O O O *
¥ ¥ ¥ ¥ ¥
¥ ¥ ¥ ¥ O
¥ ¥ ¥ ¥ O
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Singulirwertzerlegung (SVD) Berechnung von Singuldrwerten

Transformation auf Bidiagonalgestalt

Mit geeigneten Householder-Transformationen kdnnen auf dhnliche Weise
Nulleintrdge in der 2. Spalte, 2. Zeile, 3. Spalte und 4. Spalte erzeugt
werden:

* x 0 O * x 0 O

~ 0 * * * ~ A~ 0] * * [}
Q2Q1AQ1 = |9 9 = +| ~» Q201AQ:1Q2 = [0 ©° ~ ~
* * 0 0 * *

0 0 == % 0O 0 =% %

~ Q3Q2Q1AQ1Q2 =

OO % ¥
¥ ¥ ¥ OO0

O % ¥ OO0 \{ g

CO % % O

~ Q4Q3Q2Q1A0Q:Q2 =

OO % ¥ O

~~ N\ coocox
coocox

OO0 O * %

[SVDBidiagonalgestalt-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Berechnung von Singuldrwerten

Transformation auf Bidiagonalgestalt

Mit dieser Technik kann man eine beliebige Matrix A € R™*™ auf
Bidiagonalgestalt transformieren. Fiir m > n ergibt sich

* * (1]
Qm-1---Q1AQ1...Qn2=B = -
0 .

Die Matrix B hat obere Bidiagonalgestalt.

[SVDBidiagonalgestalt-03] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Berechnung von Singuldrwerten

Transformation auf Bidiagonalgestalt

Mit dieser Technik kann man eine beliebige Matrix A € R™*™ auf
Bidiagonalgestalt transformieren. Fiir m > n ergibt sich

* * (1]
Qm-1---Q1AQ1...Qn2=B = -
0 .

Die Matrix B hat obere Bidiagonalgestalt.
» A und B haben die gleichen Singularwerte.
» Die Singuldrwerte von B sind die Wurzeln der Eigenwerte der
symmetrischen Tridiagonalmatrix BTB.
» Eigenwerte einer symmetrischen Tridiagonalmatrix konnen sehr
effizient berechnet werden.
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Singulirwertzerlegung (SVD)

Matrixzerlegungen

Vergleich von Faktorisierungen

Zerlegungen einer Matrix A € R™*™

Zerlegung Annahmen Methoden Aufwand (Flop)

LR m = n,(regular) | Gauss-Elim. | 2n3

Cholesky m =mn, s.p.d. Cholesky gnf*

Eigenvektor | m = n, symm. | QR-Alg. O(n3?) (iterativ)

Schur m=nmn QR-Alg. O(n3) (iterativ)

QR - HH, Givens | 2mn?2, 3mn? (m > n)
SVD - QR-Alg. O(n3) (iterativ)

Eigenvektorzerlegung

, Schur-Zerlegung: Kapitel 7.

[Faktorisierungen]

Dahmen-Reusken

Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem (Aufgabe 4.4)

Zu gegebenem A € R™*™ und b € R™ bestimme z* € R™ mit
minimaler Euklidischer Norm, so dass

| 42" — bl, = min |Az — b],.

[SVDLinAusgleich-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem (Aufgabe 4.4)

Zu gegebenem A € R™*™ und b € R™ bestimme z* € R™ mit
minimaler Euklidischer Norm, so dass

| 4a* — bl, = min |4z — b, .
Sei U := Bild(A). Betrachte die Aufgabe

Gesucht * € R"™, so dass Ax™ = Py (b) und x* L Kern(A) (1)
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Singuldrwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem

Allgemeines lineares Ausgleichsproblem (Aufgabe 4.4)

Zu gegebenem A € R™*™ und b € R™ bestimme z* € R™ mit
minimaler Euklidischer Norm, so dass

| 4a* — bl, = min |4z — b, .
Sei U := Bild(A). Betrachte die Aufgabe

Gesucht * € R"™, so dass Ax™ = Py (b) und x* L Kern(A) (1)

Satz 4.35

Aufgabe 4.4 ist dquivalent zur Aufgabe (1). Die eindeutige Lsung ist

73 = Z a'j_l(u}“b)'vj = A'b
j=1

[SVDLinAusgleich-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Regularisierung

Wir betrachten das allgemeine lineare Ausgleichsproblem mit
k3(A) = 22> 1.
Regularisierungsmethoden:

das urspriingliche (sehr schlecht konditionierte) Problem durch ein
approximatives, aber besser konditioniertes Problem ersetzt.

[Regularisierung-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Regularisierung

Wir betrachten das allgemeine lineare Ausgleichsproblem mit
k3(A) = 22> 1.
Regularisierungsmethoden:

das urspriingliche (sehr schlecht konditionierte) Problem durch ein
approximatives, aber besser konditioniertes Problem ersetzt.

Filterfunktion:

0 for z €[0,qa]
ga(z) :=
1 for z € (a,00).

Hierbei ist & > 0 ein noch zu wahlender Regularisierungsparameter.

Abgebrochenene Singuldrwertzerlegung (TSVD)

-
Zo = Rob := Z ga(aj)aj_l(ufb)vj
i=1

[Regularisierung-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Beispiel 4.43: ein Entfaltungsproblem

Vereinfachtes eindimensionales Problem: gesucht g : [0,1] — R, so dass

1
/0 e~ t=2’g(2)dz = b(t) firalle t € [0,1].

[Beispiel-4.43-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Beispiel 4.43: ein Entfaltungsproblem

Vereinfachtes eindimensionales Problem: gesucht g : [0,1] — R, so dass
1
/ e~ (t=?g(2)dz = b(t) firalle t € [0,1].
0

Diskretisierung des Integrals: z; = (j — %)h, j=1,...,n, h= %

Ry e (=) g, = b(t) teo,1],
j=1
mit g; =~ g(z;) =: zj,j =1,...n.

Gitter t; = (i — 1)h, i = 1,...,m, h = Lo mitm > n.

Lineares Ausgleichsproblem

min [|Az — bll2, mit a;; := he ti=2)* 1 <i<m,1<j<n
xeR™

[Beispiel-4.43-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Diskretisiertes Entfaltungsproblem

Das diskrete Problem mit n = 24, m = 50.

10°

oL %

10 %

*
*
105 *
*
*
1010 *
*
*

-15 |

10 *
kK kK% XKk % % % %
1020 . . . .
0 5 10 15 20 25

Das lineare Ausgleichsproblem ist extrem schlecht konditioniert.

3-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Diskretisiertes Entfaltungsproblem

Wir wihlen g(t) = t2? und entsprechend T = zJZ- (n = 24, m = 50).
Das Ausgleichsproblem mit b := Ax™, geldst in Matlab:

25

% solution u
O solution A\b o

0.5 x* ¥

* * o

*
*
o) * ¥
olesgwax¥¥ ' o o

0 5 10 15 20 25

Berechnete Losung (nur Rundungsfehler!) weit von der Exakten entfernt.

spiel-4.43-03] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Diskretisiertes Entfaltungsproblem mit TSVD

Wir verwenden TSVD mit unterschiedlichen Parameterwerten ox.

2 T T T T +

151

+ @
05 . A w@m” *
x X &
+ PES i N
0 oo a0 + +
H ot
— "
05F * ex. Losung z
a=10"
Bl o a=107"
+ a=10"
15 . . :
0 5 10 15 20 25
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Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Analyse TSVD-Regularisierung

Alfp = Z 0'3._2(u;‘rb)'vj
j=1

(In Anwendungen hangt diese GroRe oft mit der Glattheit der exakten
Daten b zusammen).

Satz 4.45

Fir die TSVD-Annaherung Z, gilt:

5 " . 1 1
8o — @ ll2 < min {——, ~}|Abll> + a]|ATb2.

[Regularisierung-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Analyse TSVD-Regularisierung

Alfp = Z 0'3._2(u;‘rb)'vj
j=1
(In Anwendungen hangt diese GroRe oft mit der Glattheit der exakten
Daten b zusammen).
Satz 4.45
Fir die TSVD-Annaherung Z, gilt:

5 " . 1 1
8o — @ ll2 < min {——, ~}|Abll> + a]|ATb2.

Man soll a so wahlen dass ein guter Kompromiss zwischen Datenfehler und
Regularisierungsfehler erreicht wird.
Dazu sind Parameterwahlverfahren entwickelt worden.

[Regularisierung-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Tikhonov Regularisierung

Man verwendet die Filterfunktion

ga(z) = 0" a > 0.

Tikhonov-Regularisierung:

.
fo = Rab =Y da(0;)o; ' (ulb)v;
=1

Sehr leistungsfahige Methode, insbesondere weil die Bestimmung der SVD
vermieden werden kann.

[Regularisierung-03] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Tikhonov Regularisierung

Man verwendet die Filterfunktion

22

ga(z) = 7,22 I az, a > 0.

Tikhonov-Regularisierung:
.
To = Rab =) da(0;)o;  (ulb)v;
i=1

Sehr leistungsfahige Methode, insbesondere weil die Bestimmung der SVD
vermieden werden kann.

Die Tikhonov-Regularisierung &, ist die Lésung des gewdhnlichen linearen
Ausgleichsproblems

minl| (o)== (6) 1, = 1 (o) 2=~ (&) I,

[Regularisierung-03] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Niedrigrangapproximation

Fir A € R™*™ mit r = Rang(A) < min{m,n} ist eine erhebliche
Komplexitatsreduktion mdglich.

Notationen: U,., V,., Matrizen mit nur den ersten r Spalten von U, V,
und 3, = diag(oi1,...,0,) € R™X",

Speicherbedarf nur mr + nr + r = r(m + n), und

A=vzvT =U,x,VT.

[RangApproximation-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Niedrigrangapproximation

Fir A € R™*™ mit r = Rang(A) < min{m,n} ist eine erhebliche
Komplexitatsreduktion mdglich.

Notationen: U,., V,., Matrizen mit nur den ersten r Spalten von U, V,
und 3, = diag(oi1,...,0,) € R™X",

Speicherbedarf nur mr + nr + r = r(m + n), und
A=vzvT =U,x,VT.

Matrix-Vektor Produkt

Ax = UTZTWT$ = Zai(v;-rzn)ui,
=1

mit Aufwand nur 2r(m 4+ n) Flop.

[RangApproximation-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Niedrigrangapproximation

Wie gut ist eine Matrix A € R™*™ mit einer Matrix niedrigen Ranges
approximierbar?

Sei
Ri:={BcR™"| Rang(B) <k}, 0<k<p=min{m,n}.

Es gilt {0} = Ro G Ry G ... G Rp = R™X™

[RangApproximation-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singuldrwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Niedrigrangapproximation

Wie gut ist eine Matrix A € R™*™ mit einer Matrix niedrigen Ranges
approximierbar?

Sei
Ri:={B €R™"| Rang(B) <k}, 0<k<p=min{m,n}.
Esgilt {0} == Ro&GR1 & ... & Rp =R™*™.
Satz 4.47

Es sei UTAV = X eine Singuldrwertzerlegung von A € R™X™ mit
Singuldrwerten 04y > ... > 0p > 0pp1 = ... = 0p =0,
p =min{m,n}. Fir0 < k < p — 1 gilt:

min{ ||[A — Bl|2 | B € Ri} = ||A — Akll2 = ok+1,

mit Ag := 0, A, = UpXp Vi fiir k > 1.

[RangApproximation-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Niedrigrangapproximation

> K,(A4) == {B € R™" | A= Bll < v}.
Frage: Was ist der minimale Rang der Matrizen in K. (A)?

[RangApproximation-03] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Niedrigrangapproximation

Sei K,(A):={Be€R™" | |A— B[, <~}

Frage: Was ist der minimale Rang der Matrizen in K. (A)?

Lemma 4.50
Es sei op41 := 0. Dann gilt:

min{ Rang(B) | B€ Ky(A)} =min{0 <k <p|ok+1 <~}

[RangApproximation-03] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singuldrwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Niedrigrangapproximation

Sei K- (A) := {B € R™" | [|A - B|l2 < 7}.

Frage: Was ist der minimale Rang der Matrizen in K. (A)?

Lemma 4.50
Es sei op41 := 0. Dann gilt:

min{ Rang(B) | B€ Ky(A)} =min{0 <k <p|ok+1 <~}

Kondition der Singuldrwertbestimmung (Folgerung 4.51)

Fir Aund A = A+ AA € R™X™ mit Singulirwerten oy > ... > Op
bzw. 61 > ... > 6p, p = min{m, n}, gilt

ok — 5l _ 1AAl2
ol = Al

fir k=1,...,p.

[RangApproximation-03] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Numerischer Rang

Problem: Rundungsfehler aufgrund Maschinengenauigkeit
A — A, o; — O;,

= Rang(A) hiufig > r, Abfrage "o}, = 0" nicht sinnvoll.

[NumerischerRang-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Numerischer Rang

Problem: Rundungsfehler aufgrund Maschinengenauigkeit
A— A, o;— 6y,

= Rang(A) hiufig > r, Abfrage "o}, = 0" nicht sinnvoll.

Fir A = (a;;) = fi(A) € R™*" gilt

||A — All2 £ 51vVmneps =: deps-

[NumerischerRang-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Numerischer Rang

Problem: Rundungsfehler aufgrund Maschinengenauigkeit
A— A, o;— 6y,

= Rang(A) hiufig > r, Abfrage "o}, = 0" nicht sinnvoll.

Fir A = (a;;) = fi(A) € R™*" gilt

||A — All2 £ 51vVmneps =: deps-

Matrizen, die im Hinblick auf Rundungsfehler nicht von A unterscheidbar
sind:
K5eps(A) :={B € R"™"" | ||]A — Bll2 < deps }-

[NumerischerRang-G-01] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Numerischer Rang

Definition: Numerischer Rang

Der numerische Rang der Matrix A € R™*" ist definiert als

Rang,,,(A) := min{ Rang(B) | B € Ksops (A)}.

[NumerischerRang-G-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singuldrwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Numerischer Rang

Definition: Numerischer Rang

Der numerische Rang der Matrix A € R™*" ist definiert als

Rang,,,(A) := min{ Rang(B) | B € Ksops (A)}.

Diesen Rang kann man bestimmen:

Folgerung 4.52

Es sei 6p41 := 0. Es gilt:

Rang,,,(A) = min{0 < k < p | 6441 < &51v/mmneps }

[NumerischerRang-G-02] Dahmen-Reusken Kapitel 4




Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Numericher Rang

Numerischer Rang: minimales k so dass 6x4+1 < 5eps

[NumerischerRang-Geometrisch] Dahmen-Reusken Kapitel 4



Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Beispiel 4.54

1

10

2

_ | 10
A = 3
10

4

10

mit Rang(A1) = 2, Rang(A2) = 3. Auf einem Rechner
(eps = 2-10716): A; = fl(A;), bzw. Ay = fl(As).

S w O

, Az = A+ 10eps (1 0 o),

S oo+

7

Ol o[ Ol Lol
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Singulirwertzerlegung (SVD) Anwendungen SVD

Beispiel 4.54

1
10
2
10
A= 3
10
4
10

mit Rang(A1) = 2, Rang(A2) = 3. Auf einem Rechner
(eps = 2-10716): A; = fl(A;), bzw. Ay = fl(As).

Die (in Matlab) berechneten Singuladrwerte dieser Matrizen sind

, Ao = A7+ 10eps

S w O

(1 0 o),

ol ol i -
c oo+

7

A : 7.776, 1.082, 1.731-10716, A, : 7.776, 1.082, 2.001-10'°
In beiden Fillen sind alle berechnete Singularwerte strikt positiv, jedoch gilt

Rangnum(Al) = Rangnum(A2) = 2.
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