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Einleitung

Einleitung

Allgemeine Interpolationsaufgabe

Gegeben seien Stiitzstellen g, ..., T, € R, mit ; 7# x; fir ¢ # j, und
Daten

f(@o),..., f(zn) €R.
Es sei G, ein endlich dimensionaler Raum stetiger Funktionen (dessen

Dimension von n abhéngt). Man bestimme g,, € G, so dass

gn(w’i) = f(wl)a 1=0,...,n,
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Einleitung

Einleitung

Allgemeine Interpolationsaufgabe

Gegeben seien Stiitzstellen g, ..., T, € R, mit ; 7# x; fir ¢ # j, und
Daten

f(mo)a“'af(wn) € R.

Es sei G, ein endlich dimensionaler Raum stetiger Funktionen (dessen
Dimension von n abhéngt). Man bestimme g,, € G, so dass

g'n,(xz) = f(wz), 1 =0,...,n,
In diesem Kapitel (g < 1 < ... < xp):

Gr = {g € C* ({20, @2]) | Gmronps) € Tict }r 22
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Kubische Splineinterpolation

Kubische Splines

Stiitzstellenta = g < 21 < ... < &, = b.
Daten: f; = f(x;), j=0,1,...,n.
Raum der kubischen Splines:

P497 = {g E CZ([G” b]) |g|[a:i,aci+1] e H3?i = 0? 1’ M ”n - 1}

[KubischeSplines-01]/1
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Kubische Splineinterpolation

Kubische Splines

Stiitzstellenta = g < 21 < ... < &, = b.
Daten: f; = f(x;), j=0,1,...,n.
Raum der kubischen Splines:
Pari= {Q € CZ([aab]) |g|[a:i,wi+1] €1l3,:=0,1,...,n — 1}
Es gilt: dim(P4,>) = n + 3.

Kubische Splineinterpolation

Finde zu f; = f(x;), j = 0,...,n eine Funktion S € P4, -, so dass

S(.’IZj)ij, 1=0,1,...,n,
S”(a) = S"(b) = 0.
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Kubische Splineinterpolation

Kubische Splines

Die Interpolationsaufgabe ist eindeutig l6sbar und die Ldsung hat eine
interessante Extremaleigenschaft:

Lemma 9.3

Es sei g eine beliebige Funktion aus C?([a, b]) mit g(z;) = f;,
j=0,1,...,nund g”’(a) = g”(b) = 0. Fiir die eindeutige L3sung S
der Interpolationsaufgabe gilt

b b
/S"(m)zdccg/ g (x)? dex.

a
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Kubische Splineinterpolation

Kubische Splines

Die Interpolationsaufgabe ist eindeutig l6sbar und die Ldsung hat eine
interessante Extremaleigenschaft:

Lemma 9.3

Es sei g eine beliebige Funktion aus C?([a, b]) mit g(z;) = f;,
j=0,1,...,nund g”’(a) = g”(b) = 0. Fiir die eindeutige L3sung S
der Interpolationsaufgabe gilt

b b
/ S" (z)? dx S/ g (x)? dex.
a a
Bedeutung: die Ldsung S minimiert unter allen Funktionen
g € C?([a, b)), die dieselben Interpolationsforderungen erfiillen,
naherungsweise die mittlere quadratische Kriimmung.
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Kubische Splineinterpolation

Bestimmung der Lésung

Es seien x;, j = 0, ..., n, dquidistante Stiitzstellen: x; 11 — x; = h.
mj := S"(xz;), Ij:=[zj,zjt+1], 7 =0,1,...,n—1.
Wegen S);; € II3 ergibt sich, dass Sl'}j linear ist und dass
" (@) = (zj+1 — 2)m; : (z — zj)mjt1
Nach zweifacher Integration, mit S(x;) = f; und S(xj4+1) = fj+1:

xjr1 — x)3m; + (x — z;)3m;
S|Ij (m) — ( J+1 ) Jﬁh( J) J+1
_|_(513j+1 —x)fj + (x — x;j) fi+1
h

—3h[(@jp1 — T)mj + (T — z5)myq]
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Kubische Splineinterpolation

Bestimmung der Lésung

Es gilt

S|Ij S H37 S e C([a7 b])a

S (@jr1) = mjp1 = Sfp (1)
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Kubische Splineinterpolation

Bestimmung der Lésung

Es gilt
Si; € 3, S € C([a,b]),
St (®j+1) = mjp1 = S[p . (z41).
Die noch unbekannten GréRen m; werden so gewshlt, dass
L, (x5) = S (z), j=1,....,n—1,

gilt. Daraus ergeben sich die Bedingungen

6 .
mj_1+4mj; +mjq = ﬁ(fj—l —2fi+ fjy1), 1 <j<n-—1.
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Kubische Splineinterpolation

Bestimmung der Lésung

Wegen
mo = S"(a) =0, m, =S"(b)=0

Ergibt sich insgesamt das System

4 1 mi fo—2fi+ f2
1 4 . 0 ma fi—2f2+ f3
. . 6 .
T h2
1 4 mMnp—1 .fn—2 - 2.fn—1 + .fn
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Kubische Splineinterpolation

Bestimmung der Lésung

Wegen
mo = S"(a) =0, m, =S"(b)=0

Ergibt sich insgesamt das System

4 1 mi fo—2fi+ f2
1 4 . 0 ma fi—2f2+ f3
. . 6 .
T h2
1 4 mMnp—1 .f'n,—2 - 2.fn—1 + fn

Bemerkung: allgemeinere Methode zur Berechnung einer
Splineinterpolation unter Verwendung der B-Spline-Basis: Abschnitt 9.5.
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Kubische Splineinterpolation

Kondition

S: kubischer Spline zu Daten f;, j = 0,...,n.
S: kubischer Spline zu Daten fg j=0,...,n.

Es gilt
15 = Slloo := max |5(2) = S(2)] < 3311F = flloo

18 = Slloo _ 1 IF = flleo
ISle =% Iflle
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Kubische Splineinterpolation

Kondition

S: kubischer Spline zu Daten f;, j = 0,...,n.
S: kubischer Spline zu Daten fJ j=0,...,n.

Es gilt
15 = Slloo := max |5(2) = S(2)] < 3311F = flloo
15 = Slloo _ o1 IIf = Flloo
I1STee = "2 1 flleo

Die Kondition der kubischen Interpolation, im Falle dquidistanter
Stiitzstellen, ist gut. Insbesondere hingt die Konditionszahl nicht von der
Anzahl der Stiitzstellen ab.
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Kubische Splineinterpolation

Beispiel 9.5

Daten

7 0 1 2 3
x; 3 4 5 6 10
f(x;)| 25| 2.0 0.5 05| 1.5| 1.0| 1.125| 0.0

=~
ot
[=2]
N

N
o 4]
©

Das zugehorige System:

4100 0 0\ /m —1
14100 0f(m: 1.5
014100 mgf_ | 1
00141 0]|]|my —1.5
00014 1]|]|ms 0.625
0000 1 4 \mg —1.25
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Kubische Splineinterpolation

Beispiel 9.5

Das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad 7, die stiickweise lineare
Interpolation und die kubische Splineinterpolation:
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3 4 5 6 7 8 9 1
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Spline-Rdume  Einleitung

Ordnung von Splines

Vorbemerkung:

Bei der Behandlung von Splines ist es bequemer, statt mit dem Grad von
Polynomen, mit der Ordnung

k:=Grad +1

zu arbeiten.
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Spline-Rdume  Einleitung

Spline-Raum

Fiir eine Knotenmenge 7 = {79,..., Te41} mit
a=1<T< < <Ti+1=bundk >1

ist der Spline-Raum der Splines der Ordnung k:

Fir k = 1:

’Pl,,.:{f:[a,b)—>R|f‘[Ti € 1o, OS%SK}-

’Ti—i-l)
Fiir k > 2:

P ={f €C*2((ab) I f),, . €M, 0<i< e},

Fir k = 4 ergibt sich gerade der Raum der kubischen Splines.

[SplineRaum-01] Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-Rdume  Einleitung

Eigenschaften

dim Py, =k + £
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Spline-Rdume  Einleitung

Eigenschaften

dim Py, =k + £

Es sei

h = max (7j41—7;) und ||gllc = max |g(x)| (g € C([a,b])).
7=0,...,2 z€[a,b]

Fiir jedes k > 2 existiert eine positive Konstante ¢ < oo, so dass fiir jedes
m < k und jede Funktion f € C™([a,b]) gilt

i -5 < ch™|| f™
S:g;)nkﬂllf klloo < ch™ || fY"™ |00
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Spline-Rdume  Einleitung

Basis des Splineraumes

Da jedes Polynom insbesondere ein stiickweises Polynom ist, das zudem
sogar unendlich oft differenzierbar ist, gilt

IIx_1 C Pr,r-
AuBerdem sieht man leicht, dass
(i — )X € Prpry i=1,...,8,
wobei, fiir m > 0,

m _ ) y™ firy >0,
Y4 = 0 firy<o,

die sogenannten abgebrochenen Potenzen sind.
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Spline-Rdume  Einleitung

Basis des Splineraumes

Die k + £ Funktionen

und

sind linear unabhangig.

[Bemerkung-9.5-02] /1
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Spline-Rdume  Einleitung

Basis des Splineraumes

Die k + £ Funktionen

und
(s — a:)ﬁ__l, i=1,...,4,
sind linear unabhangig.

Diese Funktionen bilden also eine Basis fiir Py,
Diese Basis ist fiir praktische Zwecke ungeeignet.

Eine viel bessere Basis fiir Py, bilden die sogenannten B-Splines.
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Spline-R3ume B-Splines

B-Splines

B-Splines sind stiickweise Polynome beziiglich einer Knotenmenge. Es sei
1 <te...<t,

eine solche Knotenmenge, die mit der im Splineraum verwendeten
Knotenmenge 7y, . . ., Tp+1 vorldufig nichts zu tun hat.
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Spline-R3ume B-Splines

B-Splines

B-Splines sind stiickweise Polynome beziiglich einer Knotenmenge. Es sei
1 <te...<t,

eine solche Knotenmenge, die mit der im Splineraum verwendeten
Knotenmenge 7y, . . ., Tp+1 vorldufig nichts zu tun hat.

Der Fall k = 1. Die einfachsten stiickweisen Polynomen sind die
charakteristischen Funktionen

1 firx € [ti, tigq .
Nj1(x) 2= Xt;,t,41)(T) :={ 0 sonst, [ti>ti+1)s j=0,...,n—1.
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Spline-R3ume B-Splines

B-Splines

B-Splines sind stiickweise Polynome beziiglich einer Knotenmenge. Es sei
1 <te...<t,

eine solche Knotenmenge, die mit der im Splineraum verwendeten
Knotenmenge 7y, . . ., Tp+1 vorldufig nichts zu tun hat.

Der Fall k = 1. Die einfachsten stiickweisen Polynomen sind die
charakteristischen Funktionen

1 firx € [ti, tigq .
Nj1(x) 2= Xt;,t,41)(T) :={ 0 sonst, [ti>ti+1)s j=0,...,n—1.

Der Trager (engl. ,support”) der Funktion N 1:

supp Vj,1 := {z € R | Nj1(x) # 0}

Die Funktionen N1, 0 < j < n — 1, haben einen lokalen Trager.
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Spline-R3ume B-Splines

B-Splines

Jede stiickweise konstante Funktion beziiglich der Knotenmenge
ty < ... <ty lasst sich als Linearkombination der IN; 1 schreiben

£
S(x) = Z c; Nj1(z).
=0

Die Funktion S lasst sich mit dem Koeffizientenvektor ¢ = (Cj)§=o
identifizieren.

Es gilt

e
lelloo = || > i Nja|| = lISllo
=0

oo

Die Basis ist in diesem Sinne gut konditioniert.
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Spline-R3ume B-Splines

B-Splines

Der Fall kK = 2. Stiickweise lineare Funktionen kann man einfach rekursiv

aus den charakteristischen Funktionen konstruieren:
x—t; t j+2 — &

Njz2(x) i= ——Nja (@) + ———

Njt1,1(x)
tj+1 —t; tjitz —tiy1 ’

j=1...,n—2.

[BSplinesEin Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume B-Splines

B-Splines

Der Fall kK = 2. Stiickweise lineare Funktionen kann man einfach rekursiv
aus den charakteristischen Funktionen konstruieren:

Nia(@) i= - Nja(@) + 22 Ny (a),
j+1 — tj tit+2 —tjta
j=1...,n—2.
Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:
1) von Null verschiedene Werte nur auf dem Intervall [t;, ¢;42];
2) auf jedem der beiden Intervalle [t;,tj41], [tj41,tj+2] ist Nj 2 linear;
3) N, 2 ist stetig.
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Spline-R3ume B-Splines

Definition B-Splines

Definition 9.11

Seity < tg < --- < t, eine Menge von paarweise verschiedenen Knoten.
Dann werden die B-Splines IN; j, der Ordnung k (1 < k < n) rekursiv
definiert durch

Nj71(x) = X[tj,tj+1)’ .7 = 1? ceey T — 17

T — 1
Njk(z) := ————Nj_1(z)
titk—1 — 1
t:iip —x
Ny (@),
ti+k — ti+1

firk=2,....n—1,undj=1,...,n — k.

Beachte dass die Anzahl n — k von k abhingt.

[BSplinesDef-01] Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume B-Splines

B—Splines Nj,kv k = 1, 2, 3.

Nia N3 1 Np-11
O O *———— 0
o | ke
tq to t3 ty R A 2 tph-1

VA NV

N1,2 NQ’Q Nnmzﬂ
k=2

{ 1 1 1 1 1 1 1
tq to t3 ty SR P S P S S B 7

N/ N/
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Spline-R3ume B-Splines

Eigenschaften von B-Splines

Lemma 9.12

Fiir die B-Splines IV ;, gilt:
(i) supp Njxk C [tj,tj+],
(ii) Nj,k(m) > 0 fir alle z € (tj7tj+k:)y

(iii) (IVjx) € g1,

[tistit1)

(iv) Y528 Njw(x) =1 fiir alle @ € [t tn_k41] -

[Lemma-9.12-01]
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Spline-R3ume B-Splines

Explizite Darstellung fiir die B-Splines

Satz 9.13
Die B-Splines INj i haben folgende Darstellung:
k—
Njk(x) = (tjrk — t)[tis - tipe] (- — )57,
firl<k<nundl<j<n-—k.
Insbesondere impliziert dies N, € C*=2([t1,t,]) fiir k > 2.

[Satz-9.13-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 9




Spline-R3ume B-Splines

Explizite Darstellung fiir die B-Splines

Satz 9.13
Die B-Splines INj i haben folgende Darstellung:
k—
Njk(x) = (tjrk — t)[tis - tipe] (- — )57,
firl<k<nundl<j<n-—k.
Insbesondere impliziert dies N, € C*=2([t1,t,]) fiir k > 2.

Die dividierte Differenz wirkt auf das Argument (-). Zum Beispiel:

[tj+1](- — =) — [t](- — =)

(i tjra](c — ) =

tit1— 1
(G — o) = (G — o)
tji+1 -1

[Satz-9.13-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 9




Spline-R3ume B-Splines

B-Splines und Lagrange-Interpolationspolynom

Firl1 <j3<n-—k:

Die dividierte Differenz

E—1
[Egs - tijrn]l (- — 33)+

ist als flihrender Koeffizient des Lagrange-Interpolationspolynoms der
Funktion

fre—1(8) := (s — :13){7__1

an den Stiitzstellen t;, ..., t; 1k definiert.
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Spline-R3ume B-Splines

Beispiel 9.14

k = 2. Es sei, fiir festes x, g, (t) := (t — x)+.

Dann ist [tj, tir1, tj+2](- — .’13)_|_ = [tj, tir, tj+2]gm der fiihrende
Koeffizient des Interpolationspolynoms P(gz | tj, tj+1,tj+2)-

[Beispiel-9.14-01] /1
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Spline-R3ume B-Splines

Beispiel 9.14

k = 2. Es sei, fiir festes x, g, (t) := (t — x)+.

Dann ist [tj, tir1, tj+2](- — .’13)_|_ = [tj, tir, tj+2]gm der fiihrende
Koeffizient des Interpolationspolynoms P(gz | tj, tj+1,tj+2)-

Wir unterscheiden die Fille

z < tj, T > tjye, T € [, tj1], T € [tjy1,tjqe]

1.z < tj. Dann ist P(gy |tj,tj+1,tj4+2)(t) =t — = und somit ist der
fiihrende Koeffizient Null: [t;,tj41,tj42]g2 = 0.

2. x > tjya. Dannist P(gs | tj,tj4+1,tj42)(t) = 0, also der fiihrende
Koeffizient ist Null: [t;,tj4+1,tj42]g2 = O.
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Spline-R3ume B-Splines

Beispiel 9.14

3. ¢ € [tj,tj41]. Dann gilt folgende Tabelle dividierter Differenzen:

tm [tm]gm [tm7 tm—{-l]gm [tm7 tm+1 ’ tm+2]gm
t; 0
tit1—=
tit1—t; . ,
_—
titr | tj41 — @ > W=t =1
>1
tiyz [ tjy2 — T

x—t,;
also: [t tj41s titel9e = G-

4 x € [tjy1,tj42]. Wie bei 3 erhilt man

ljt2 —x
(tjr2 —tj) (tj+2 — tj+1)

[tistjt1,tjr2]lge =

[Beispiel-9.14-02] Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume B-Splines

Beispiel 9.14

Insgesamt:

(tit2 — tj)[tjs tjras tjt2lge =

Dahmen-Reusken

0

(@ —t;)/(tj41 — t5)
(tjp2 —2)/(Ejp2 — tj41)
0

Nj,z(a}).

Kapitel 9

fir z < tj

firz € [tj,t;41]
fir @ € [tj 41, tj42]
fire > t; 4o




Spline-R3ume B-Splines

Ableitung von B-Splines

Folgerung 9.15

Fiir k > 3 gilt fiir die Ableitung von N i,

Njg—1(x)  Njy1e-1(z) }
- )

Nju@) = (k= 1) {

bitk—1 — b tite — 4

Die Ableitungen von B-Splines sind gewichtete Differenzen von B-Splines
niedrigerer Ordnung.
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Spline-R3ume B-Splines als Basis fiir den Splineraum

B-Splines und Splineraum

Sei Py - der Splineraum mit Knotenmenge 7 = {79,..., Te41}:

a:T0<T1<"'<Tz<Te+1:b.

sisldee-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume B-Splines als Basis fiir den Splineraum

B-Splines und Splineraum

Sei Py - der Splineraum mit Knotenmenge 7 = {79,..., Te41}:
a=T0< T < <7 < Tpy1 = 0.

Wir definieren eine erweiterte Knotenmenge T' = {t1,...,t,}, mit
n := 2k + £,
t]. < oo o <tk :T()?
tk+j =T; fiirj = 1,...,@,
Te41 = tepi4e <+ o+ < topye.

Wie in Definition 9.11 werden zu dieser erweiterten Knotenmenge T die
B-Splines Nj i, 1 < j <n —k =k 4 £, definiert.
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Spline-R3ume B-Splines als Basis fiir den Splineraum

Satz 9.16

Die Funktionswerte Nj () sind fiir alle € R definiert.

Im Splineraum Py sind nur die Werte N; () mit € [a, b] von
Interesse.

Wir definieren

Sk, 7 = Span{ N,k

wpy | 1S3 <k+0)

[Satz-9.16-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume B-Splines als Basis fiir den Splineraum

Satz 9.16

Die Funktionswerte Nj () sind fiir alle € R definiert.

Im Splineraum Py sind nur die Werte N; () mit € [a, b] von
Interesse.

Wir definieren

Sk:,T = Span{ Nj’k‘[a,b] | 1 S _7 S k -|—£}

Folgendes Hauptresultat zeigt, dass die (auf [a, b] restringierten) B-Splines
Nj i, eine Basis fiir den Splineraum Py, bilden.

Satz 9.16
Es gilt

Pr,r = Sk,T-

[Satz-9.16-01]/2 Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume B-Splines als Basis fiir den Splineraum

Bemerkung 9.17

Wahl der Hilfsknoten

Die Definition von Sy, 7 ist unabhéngig von der Wahl der Hilfsknoten

t1,...,tk—1 < a

und

thto42y---5takte > b.

Man l3sst sie deshalb oft auf den jeweiligen Intervallenden a bzw. b
zusammenfallen.

[Bemerkung-9.17-01] Dahmen-Reusken Kapitel 9




Spline-R3ume B-Splines als Basis fiir den Splineraum

Beispiel 9.18

Wir betrachten [a,b] = [0,1], kK =4, £ = 5,

ti =13 =1t3 =t4, =0,

ts = 0.1, tg = 0.3, tv = 0.45, tg = 0.65, t9 = 0.8,

ti10 = t11 = t12 = t13 = 1.

Fir j = 2,3,4,5 werden die kubische B- Spllnes Nj 4 unten abgebildet.

osf

08

AN jo4 j=5

osf =3

05

o4

03

02

01
° ° ° ° °
fort 02 03 04 7 05 06 07 08 09

[Beispiel-9.18-01] Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume Kondition der B-Spline-Basis

Kondition der B-Spline-Basis

Einer der Hauptgriinde fiir die Wichtigkeit der B-Splines:

Fiir jedes k € N existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle

Knotenmengen T' = {¢;}7_, und alle {cJ}kH gilt:

k41

< Z < | .
e e el S wwe | ) el S e ey

Gute Kondition

Kleine Anderungen in den Koeffizienten bewirken nur kleine Anderungen in
der entsprechenden Splinefunktion und umgekehrt und zwar unabhiangig
von der Lage der Knoten.
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Spline-R3ume Rechnen mit Linearkombinationen von B-Splines

Splines in der B-Spline Basis

Jeder Spline § € Py, hat eine eindeutige Darstellung

k+4-£

S(x) = Z ¢jNjk(x), =z € [a,b].
j=1

[SplineLinearkombi-01]/1 Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume Rechnen mit Linearkombinationen von B-Splines

Splines in der B-Spline Basis

Jeder Spline § € Py, hat eine eindeutige Darstellung

k+4-£

S(x) = Z ¢jNjk(x), =z € [a,b].

i=1

Seien c1,. .., Cr+e¢ bekannt.

HilfsgroRen fiir eine effiziente Auswertung von S

Cj, p=20
P(z) =

z—t; [P 1]( )+ta+k p—T

[p— ]
x) sonst.
tjtk—p—t; j+k—p—1j (@)
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Spline-R3ume Rechnen mit Linearkombinationen von B-Splines

Auswertung von S

Algorithmus 9.19 (Auswertung von S)

Gegeben: € [a, b] und c1, ..., Ck+e aus der obigen Darstellung.

» Bestimme m mit € [tm,tmy1). (Esistk < m < k4 £.)

> Setze
cg-o](:c) =cj, j=m—k+1,...,m.

» Firp=1,...,k — 1 berechne

cg-p](a:), j=m-—-k+1+p,...,m.

S(@) = ey ().

[Algorithmus-9.19-01] Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume Rechnen mit Linearkombinationen von B-Splines

Beispiel 9.20

Sei
7
S(x) = ) ¢jNja()
Jj=1
mitcy = —3,ca=—-2,c3=2,c4 =3,¢c5 =—1,¢c6 =4, cy = 1.

Auswertung an der Stelle £ = 0.6. Wegen 0.6 € [t7,tg] ist m = 7.
Mit Algorithmus 9.19: S(0.6) = cl¥) = 2.2857.

Ccq4 =
> M= _o0.6364
es = —1 > Pl =1.6234
> e = 2.0000 > ol = 22857
ce =4 > = 25065
> M = 3.1818
cr =1
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Spline-R3ume Rechnen mit Linearkombinationen von B-Splines

Ableitungen von Splines

In analoger Weise kann man Ableitungen von Splinefunktionen behandeln.

Es ergibt sich folgende Darstellung der p-ten Ableitung:

k+2
SP(x)= Y P Njpp(x), € a,b],
Jj=1+p

als Linearkombination von B-Splines der Ordnung k — p.

[AbleitungSpline-01] /1 Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume Rechnen mit Linearkombinationen von B-Splines

Ableitungen von Splines

In analoger Weise kann man Ableitungen von Splinefunktionen behandeln.

Es ergibt sich folgende Darstellung der p-ten Ableitung:

k+2
SP(x)= Y P Njpp(x), € a,b],
Jj=1+p

als Linearkombination von B-Splines der Ordnung k — p.

(p)

Die neuen Koeffizienten c; sind p-te Differenzen der urspriinglichen
Koeffizienten:

®) Cj, p =0,
ij = c('p—l)_c('p—ll)
(k—P)ﬁ, 0<p<k-—2

[AbleitungSpline-01] /2 Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-R3ume Rechnen mit Linearkombinationen von B-Splines

Beispiel 9.22

Die Variation der Koeffizienten ¢; verdndert in vorhersehbarer Weise S(x).
Es seien 7 := {0,0.1,0.3,0.45,0.65,0.8,1} und
S(x) = Z?Zl cjNja(x) € Par, mit
(¢j)1<j<o = (1,0.5,0.3,—0.1, ¢, 0,0.7,1.0,0.2)
Graph der Funktion S(x) fir ¢4 = ¢ = —0.3, —0.6, —0.8:

1 T

08H

06

04

02

ok

02k

s

- L - P P - L
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Spline-Interpolation Kubische Splines

Splineinterpolation

Satz 9.24 (von Schoenberg und Whitney)

Sei T = {t;}}_, eine erweiterte Knotenmenge.

Seien T1,...,Zkte € [a, b] Stiitzstellen und fi,..., frte die
zugehdrigen Daten.

Das Problem der Bestimmung eines S € Py, +, so dass

S(xj)=1Ffj, 7=1,...,k+¢
gilt, hat genau dann eine eindeutig bestimmte Ldsung, wenn

zj € (tjstjyk), J=1,...,k+¢,

d.h., wenn in den Trager jedes B-Splines mindestens eine Stiitzstelle fallt.

Man kann sogar zeigen, dass die Aussage fiir Hermite-Interpolation giiltig
bleibt.
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Spline-Interpolation Kubische Splines

Kubische Spline-Interpolation

Wir gehen nun auf den wichtigen Spezialfall der kubischen
Spline-Interpolation nochmals ein.

Dies betrifft den Fall, dass k = 4 ist und Stutzstellen und Knoten
ubereinstimmen:

rji=tjgg=Tj_1firj=1,...,£4+2.

Dies liefert allerdings nur £ 4+ 2 Bedingungen.

[KubischeSplinelnterpol-01] /1

Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-Interpolation Kubische Splines

Kubische Spline-Interpolation

Wir gehen nun auf den wichtigen Spezialfall der kubischen
Spline-Interpolation nochmals ein.

Dies betrifft den Fall, dass k = 4 ist und Stutzstellen und Knoten
ubereinstimmen:

rji=tjgg=Tj_1firj=1,...,£4+2.
Dies liefert allerdings nur £ 4+ 2 Bedingungen.
(a) Vollstandige kubische Spline-Interpolation:
S(tj)=fj» 7=4,...,£445, S'(a) = f'(a), S'(b) = f'(b).
(b) Natiirliche kubische Spline-Interpolation:
Stj))=1Ff 7=4,...,£+5, S"(a)=5"(b)=0.

[KubischeSplinelnterpol-01] /2
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Spline-Interpolation Kubische Splines

Extremaleigenschaft

Es sei g € C?([a,b]) und S € P4, -, so dass
g(tj) = S(tj) fir g =4,...,£+5,
S"(b)(g'(b) — S'(b)) = 5" (a)(g'(a) — S'(a)).

Dann gilt
b

/ab S"(x)? dx §/ g"(x)? dx

a

[Lemma-9.27-01] Dahmen-Reusken Kapitel 9



Spline-Interpolation Kubische Splines

Vollstandige kubische Spline-Interpolation

Satz 9.28

Zu den Daten f;, 5 =4,...,£+4 5, fa und fp, existiert ein eindeutiger
Spline Iy f € P4 r, so dass

(I4f)(tj):fj’ j=4,...,£+5,
(Isf) (@) = far, (Taf)'(b) = fo-

Ferner erfiillt I4f die Extremaleigenschaft
b b
[ W @< [ g @) de

fiir alle Funktionen g € C?(][a, b]), die die gleichen Interpolations- und
Randbedingungen wie I4f erfiillen.
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Spline-Interpolation Kubische Splines

Natiirliche kubische Spline-Interpolation

Satz 9.29

Zu den Daten fj, j = 4,...,€ 4 5, existiert ein eindeutiger Spline
I4f € Pa,r, so dass

(j4f)(tj):fj’ j:4a"'a£+5’
(I1)"(a) = (14f)" (b) = 0.

Ferner erfiillt T4 f die Extremaleigenschaft
b b
[ @ @< [ @) de

fiir alle Funktionen g € C?(]a, b]), die die gleichen Interpolations- und
Randbedingungen wie I4f erfiillen.

[Satz-9.29-01]
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Spline-Interpolation Kubische Splines

Approximationsgiite

Sei

J=Ueeey

h = max (7j41 — 7;)
und f € C%([a,b]).

Es gilt
h4
1F = Taflloo < S 1F @ lloos
wobei || - ||oo die Maximumnorm auf [a, b] ist.

Der Vergleich mit Satz 9.8 zeigt, dass die kubische Interpolation
(unabhingig von der Lage der Knoten!) die bestmdgliche
Approximationsordnung realisiert.
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Spline-Interpolation Kubische Splines

Berechnung der vollstandigen kubischen Spline-Interpolation

Sei I4f die vollstindige Spline-Interpolation einer Funktion
f € C'([a,b)).

Wegen Satz 9.16 hat I4f die Form

£+4

(Isf)(x) =) ¢j Nja(x).

Jj=1

Die Losung des Interpolationsproblems verlangt nun, die Koeffizienten c;
iiber die Interpolationsbedingungen aus Satz 9.28 zu bestimmen.
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Spline-Interpolation Kubische Splines

Berechnung der vollstandigen kubischen Spline-Interpolation

Es gilt
c1 = fa,
Cota = feys,
o — fa—f4N{,4(a)’
N£’4(a)
are = B fesasl)
Niy3.4(b)

Es sind lediglich noch die Koeffizienten (cs, . .., cet2)T =: c zu
bestimmen.
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Spline-Interpolation Kubische Splines

Berechnung der vollstandigen kubischen Spline-Interpolation

Fiir (c3,--..,cer2)T = c ergibt sich das Gleichungssystem Arc = f,
wobei

f = (f5,f67f7’"-,f£+3af£+4)T7 mit

fs = f5— c2N2 4(t5),
fe+a = fo4a — ce43Np43,4(teta),
und
N3 4(ts) Naa(ts)
N3 a(tg) Naa(ts) Nsa(te) 0
0 Npa(te4s) Negia(ters) Neg2a(ters)

Nev1,4(tera) Negoa(tera)

[BerechVollKubSpline-03] Dahmen-Reusken Kapitel 9




Spline-Interpolation Kubische Splines

Beispiel 9.31

Seien T; =3-01, j=0,...,14,

fi =1, 1=0,...,5,
fi =05, j=6,...,14.
Die entsprechende natiirliche kubische Spline-Interpolation ist unten

dargestellt. Man stellt fest, dass wegen des Sprunges in den Daten
Oszillationen auftreten.
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Datenfit-Smoothing Splines

Datenfit iiber eine Ausgleichsformulierung

Gegeben seien (Mess)daten (xj, f;), 3 = 1,...,m.

Man wahle einen Splineraum Py -, 7 = {70, ..., Te+1}, und eine
entsprechende erweiterte Knotenfolge T' = {t1,...,tn}, n := 2k + £.

Ausgleichsformulierung

Finde c = (c1,--.,Crie)T, so dass
[,

S(CL‘) = Z Cj Nj,k(ilf) € Pk,-r

j=1
folgende Bedingung erfiillt:
m m k4L g
> (8(x5) — f;)? = min (Z &Ny () — fj)

Rk
j=1 CER j=1 \£=1

Im Allg. ist m > k 4 £, und die x; miissen nicht mit ¢; iibereinstimmen.
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Datenfit-Smoothing Splines

Datenfit iiber eine Ausgleichsformulierung

Diese Aufgabe ist ein lineares Ausgleichsproblem der Form

||ATC — f||2 = ~min ||AT6 — f”z
SERk+

wobei hier

o,
Ar = (Njp(ei)) oyt € Rmx (40,

f= (.fla"".fm)T € R™.
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Datenfit-Smoothing Splines

Datenfit iiber eine Ausgleichsformulierung

Diese Aufgabe ist ein lineares Ausgleichsproblem der Form

||ATC — f||2 = ~min ||AT6 — f”z
SERk+

wobei hier
ket
Ar = (Njp(ei)) oyt € Rmx (40,

f= (.fla"".fm)T € R™.

» In jeden Trager der B-Splines IV j, sollte mindestens ein x; liegen.

» Die Matrix A7 hat dann vollen Rang.
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Datenfit-Smoothing Splines

Smoothing Splines

Beim obigen Ausgleichsansatz kdnnen stark fehlerbehaftete Datensatze und
starke DatenausreiRer ein Uberfitten mit entsprechenden Oszillationen
bewirken.

Das Konzept des ,,Smoothing Splines” schafft hier Abhilfe.

Idee: Ein Strafterm soll starke Ausschlidge unterdriicken.

Fiir ein @ > 0 sucht man dasjenige S € Py, -, das

Z(S ;) fJ + 6 ||S"||2 = Smln Z S(wy) - fJ) +6° ||S”||2

Jj=1

erfiillt.
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Datenfit-Smoothing Splines

Smoothing Splines

Eine leichte Modifikation des Terms ||S”||3 erlaubt eine viel effizientere
Implementierung.

Fur
k+e

S(x) =) ¢j Njx(x)

j=1

gilt die Abschatzung

2 N (@ 2 |2
3 (P INjaall2) < 118”13
j=3

k4-£

<0 (e I1Nj-2ll2)

j=3

2
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Datenfit-Smoothing Splines

Smoothing Splines

Man erhilt also im Wesentlichen denselben Strafterm, wenn ||S”||3 durch
k+2£

R A 2
Z cjg, mit &; := c§. ) |N; k—2]|2,
ersetzt wird. Dies fiihrt zu folgendem Minimierungsproblem:
Finde S(x) = Zfl’f ¢j Njr(x) so dass,
2 k+e

m k+£
Z (ZC'L zk:(w])_fg) +9226‘?
i=1 Jj=3

m ke k+2£
P (Z €ilNik(x5) — fa’) +6° Z

j=1 1
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Datenfit-Smoothing Splines

Smoothing Splines

Umformung dieses Problems in den Koeffizientenvektor
c=(c1y.-- crte)T.

Es gilt

C(.2):(1%;—1)(;@_2)[ 1
t

Cij_2
J
J j+k—2 — tj—1

tjtk—2 — t;

(o6 * i)
_ i1
tith-1—t;  tipk—2—tji—1/)

]
I
tite—1—t; "]’

firj=3,...,k+ £

[SmoothingSplines-04] Dahmen-Reusken Kapitel 9



Datenfit-Smoothing Splines

Smoothing Splines

Mit & := (é3,...,¢kt1)T ergibt sich @ = Brc, wobei
b3,;1 b32 b33
ba2 bags baa 0

0 . .
biteokt+e—2 bryeokt+e—1 brtekte

mit
4o i (k —1)(k — 2)||Njk—2l2 b e d;
J ’ JsJ—2 *— ’
titk—2 —tj titk—2—tj1
d;
bjji=———— bjj—1:= —(bjj—2 + bjy) -
j+k—1 — Uy
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Datenfit-Smoothing Splines

Smoothing Splines

Das Minimierungsproblem erhilt dann die Form

2 2 2 . ~ 2 2 ~112
I Az — I3 + 0% Brel} = min, || Az¢ — 13 + 62 Brl3

was wiederum gleichbedeutend mit

(o) <= )

und somit ein Standard-Ausgleichsproblem ist.

— min

2
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Datenfit-Smoothing Splines

Beispiel 9.33

Messungen (xj, fj), 7 = 1,...,20 (* in der Abbildung).
Approximation mit kubischen Splines an dquidistanten Knoten
T =5-01, j=0,...,10,

Losung S(x) = Z]lil ¢j Nja(z) fiir Parameterwerte

6 =0,10"3, 1072

[Beispiel-9.33-01] Dahmen-Reusken Kapitel 9
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